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ANNALES DE MATHEMATIQUES
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Partie I : construction de la fonction arctan

1)

La fonction t 7→ 1
1 + t2

est continue sur R comme fraction rationnelle dont le dénominateur ne

s’annule pas (elle est même de classe C∞). Il s’ensuit que la fonction x 7→
∫ x

0

dt
1 + t2

est définie sur

R.

De plus, ∀x ∈ R, arctan′(x) = 1
1 + x2

. La fonction arctan est de classe C∞ sur R.

∀x ∈ R, arctan(−x) =
∫ −x

0

dt
1 + t2

; posons u = −t ; du = −dt ;

on obtient arctan(−x) = −
∫ x

0

du
1 + u2 = − arctan(x).

La fonction arctan est de classe C∞ sur R, impaire et d
dx

(arctan) = 1
1 + x2

2)

La fonction arctan est strictement croissante (dérivée > 0) sur R, elle admet donc une limite en
+∞ (réelle ou non pour l’instant).

L’intégrale

∫ +∞

0

dt
1 + t2

est convergente ; en effet, elle est impropre uniquement en +∞ et

1
1 + t2

∼
(+∞)

1
t2
. L’intégrale

∫ +∞

1

dt
t2

est convergente d’après le critère de Riemann puisque 2 > 1,

donc par la règle d’équivalence des fonctions continues, positives, l’intégrale

∫ +∞

1

dt
1 + t2

converge.

Sur [0, 1] il n’y a pas de problème d’intégration puisque t 7→ 1
1 + t2

y est continue.

Il s’ensuit, par définition des intégrales convergentes, que lim
x→+∞

∫ x

0

dt
1 + t2

dt ∈ R, donc

lim
x→+∞

arctan(x) existe et est réelle

Notons L cette limite. Par imparité, lim
x→−∞

arctan(x) = −L.

La fonction arctan est continue, strictement croissante sur R,

elle réalise une bijection de R sur son image ]− L,L[
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3)

∀x ∈ ]− π
2
, π
2
[, arctan(tanx) =

∫ tan x

0

dt
1 + t2

.

Posons t = tanu avec u ∈ ]− π
2
, π
2
[ ; dt = (1 + tan2 u)du = (1 + t2)du, donc du = dt

1 + t2
.

La restriction de la fonction tan à ]− π
2
, π
2
[ est une bijection continue, croissante, de ]− π

2
, π
2
[ sur

R (résultat connu), donc pour t = 0, u = 0 et pour t = tanx, on a tanx = tanu⇐⇒ u = x.

Il en résulte que ∀x ∈ ]− π
2
, π
2
[, arctan(tanx) =

∫ x

0

du = x.

lim
x→+∞

arctanx = lim
t→π

2
−

arctan(tan t) = lim
t→π

2
−

t = π
2
. L = π

2

4)

La fonction arctan est de classe C∞ sur R. Appliquons l’inégalité de accroisssements finis entre x
et y et notons I = [x, y] ou [y, x] selon que x < y ou le contraire.

∀(x, y) ∈ R
2, |arctan(x)− arctan(y) | ≤ |x− y |× max

t∈I
|arctan′(t) |. Or |arctan′(t) | = 1

1 + t2
≤ 1,

donc

∀(x, y) ∈ R
2, |arctan(x)− arctan(y) | ≤ |x− y |

5)

Notons g l’application : x ∈ R
∗
+ 7→ arctan(x) + arctan( 1x ). Cette fonction est dérivable sur R

∗
+

car arctan l’est, la fonction x ∈ R
∗
+ 7→ 1

x l’est également et prend ses valeurs dans R
∗
+, donc par

composition x 7→ arctan( 1x ) l’est aussi.

∀x ∈ R
∗
+, g′(x) = 1

1 + x2 +

− 1
x2

1 + ( 1x )
2
= 1

1 + x2 − 1
1 + x2 = 0. La fonction est constante ; il existe

C ∈ R / ∀x ∈ R
∗
+, arctan(x) + arctan( 1x ) = C.

lim
x→+∞

arctan(x) = π
2

d’après la question précédente ;

lim
x→+∞

arctan( 1x ) = arctan(0) (par continuité au point 0) = 0. Donc C = π
2
.

∀x ∈ R
∗
+, arctan(x) + arctan( 1x ) =

π
2

Partie II : premières propriétés de Φ(f) et de Φ

6)

E0 ⊂ C0(R,R) ; E0 6= ∅ (l’application nulle appartient à E0) ;

∀(f, g) ∈ E2
0 , notons M un majorant de |f | et K un majorant de |g | et soit λ ∈ R ;

∀x ∈ R, |(f + λg)(x) | = |f(x) + λg(x) |
≤ |f(x) |+ |λ ||g(x) | inégalité triangulaire
≤M + |λ |K

|f + λg | est majorée par M + |λ |K , f + λg est bornée ; de plus elle est continue sur R donc elle
appartient à E0.

E0 est un sous-espace vectoriel de C0(R,R)
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7)

f ∈ E0, donc |f | est majorée par un réel noté M ; arctan est une application de R dans ]− π
2
, π
2
[

d’après la question 3), donc |arctan(tx) | ≤ π
2

∀x ∈ R, ∀t ∈ R+, |arctan(tx)×
f(t)

1 + t2
| ≤Mπ

2
1

1 + t2
.

On sait que l’intégrale

∫ +∞

0

dt
1 + t2

dt converge depuis la question 2) ; par comparaison des fonctions

continues positives, l’intégrale

∫ +∞

0

|arctan(tx)× f(t)

1 + t2
|dt converge, donc

l’intégrale

∫ +∞

0

arctan(tx)× f(t)

1 + t2
dt est absolument convergente (donc convergente)

8)

Reprenons l’inégalité précédente en remplaçant M par N0(f)

∀x ∈ R,
∣
∣
∣

∫ +∞

0

arctan(tx)× f(t)

1 + t2
dt
∣
∣
∣ ≤

∫ +∞

0

∣
∣
∣arctan(tx)× f(t)

1 + t2

∣
∣
∣dt

≤
∫ +∞

0

N0(f)
π
2

1
1 + t2

dt

≤ N0(f)
π
2

∫ +∞

0

1
1 + t2

dt

≤ N0(f)
π2

4
d’après la question 3)

∀x ∈ R,
∣
∣
∣Φ(f)(x)

∣
∣
∣ ≤ N0(f)

π2

4
on en déduit

∀f ∈ E0, N0(Φ(f)) ≤ N0(f)
π2

4

9−a)
Conitnuité de Φ(f) pour f ∈ E0

Φ(f)(x+ h)− Φ(f)(x) =

∫ +∞

0

arctan((t+ h)x)× f(t)

1 + t2
dt−

∫ +∞

0

arctan(tx)× f(t)

1 + t2
dt

=

∫ +∞

0

(

arctan((t+ h)x)× f(t)

1 + t2
− arctan(tx)× f(t)

1 + t2

)

dt

linéarité des intégrales convergente

=

∫ +∞

0

arctan((t+ h)x)− arctan(tx)

1 + t2
× f(t)dt

|Φ(f)(x+ h)− Φ(f)(x) | ≤
∫ +∞

0

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣|f(t) |dt

|Φ(f)(x+ h)− Φ(f)(x) | ≤ N0(f)

∫ +∞

0

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt

Soit A ∈ R
∗
+ ; notons I =

∫ +∞

0

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt ; par la relation de Chasles pour

les intégrales convergentes,

I =

∫ A

0

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt+

∫ +∞

A

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt.

|Φ(f)(x+ h)− Φ(f)(x) | ≤ N0(f)
(∫ A

0

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt+

∫ +∞

A

∣
∣
∣
arctan(tx+ th)− arctan(tx)

1 + t2

∣
∣
∣dt

)
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