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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2013

CCIP 2013 VOIE E MATH II

CORRIGE

Le symbôle ↪→ veut dire ” suit la loi de probabilité ” :

T ↪→ G veut dire ” la variable T suit la loi de probabilité G ”.

I Lien entre loi binomiale et loi de Poisson

Notons que le texte est ambigu voire faux ; pour n = 1, X1 ↪→ B(p1) ; pour n = 2, X1

et X2 suivent la binomiale de paramètre p2, etc... Finalement, X1 ↪→ B(n, pn) avec n
quelconque ! Alors quel est le paramètre de la loi de X1 ?

Il faut vraisemblablement envisager que la variable X1 (et les autres aussi) dépend
de la valeur de n.

1−a)
Les variables X1, , , Xn sont des variables de Bernoulli, indépendantes, de même

paramètre pn, donc Sn =

n∑
k=1

Xk ↪→ B(n, pn)

1−b)

i) Sn(Ω) = [[0, n]] ; ∀k ∈ [[0, n]], P (Sn = k) =

(
n
k

)
pkn(1− pn)

n−k

ii) pn = 1
n (npn) =⇒ lim

n→+∞
pn = 0 car lim

n→+∞
npn = λ ∈ R et lim

n→+∞
1
n = 0.

iii) Pour k fixé et n ≥ k.

P (Sn = k) = n!
k!(n− k)!

pkn(1− pn)
n−k

= 1
k!

n(n− 1) . . . (n− k + 1)︸ ︷︷ ︸
k facteurs

pkn(1− pn)
n−k

Chacun des k facteurs est équivalent (quand n → +∞) à n, donc

n(n− 1) . . . (n− k + 1) ∼
(n→+∞)

nk.

n(n−1) . . . (n−k+1)pkn ∼
(n→+∞)

nkpkn = (npn)
k. Par suite lim

n→+∞
n(n−1) . . . (n−k+1)pkn = λk.

pn < 1 =⇒ 1− pn > 0, donc (1− pn)
n−k > 0.

ln((1− pn)
n−k) = (n− k) ln(1− pn) ∼

(n→+∞)
−npn car n− k ∼

(n→+∞)
n et ln(1− pn) ∼

(n→+∞)
−pn

puisque pn → 0.

Donc lim
n→+∞

ln((1 − pn)
n−k) = lim

n→+∞
−npn = −λ. Par continuité de l’exponentielle au

point −λ, lim
n→+∞

(1− pn)
n−k = e−λ. Finalement
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lim
n→+∞

P (Sn = k) = lim
n→+∞

1
k!
n(n− 1) . . . (n− k + 1)pkn(1− pn)

n−k = e−λλk

k!

Remarque : cela veut dire que la suite (Sn)n≥1 converge en loi vers une variable qui
suit la loi de Poisson de paramètre λ.

1−c)
i) N(Ω) = {0, 1} puisque ∀k ∈ N∗, Xk(Ω) = {0, 1}.

ii) (Nn = 0) =
n∩

k=1

(Xk = 0)

P (Nn = 0) =
n∏

k=1

P (Xk = 0) par indépendance des variables

= (1− pn)
n puisque les variables suivent la même loi B(pn)

D’après un calcul analogue à celui fait en b), lim
n→+∞

(1− pn)
n = e−λ, donc

lim
n→+∞

P (Nn = 0) = e−λ. Il en résulte que lim
n→+∞

P (Nn = 1) = lim
n→+∞

(1 − P (Nn = 0)) =

1− lim
n→+∞

P (Nn = 0) = 1− e−λ.

iii) Soit N une variable aléatoire définie sur (Ω,A, P ) telle que N ↪→ B(1− e−λ).

lim
n→+∞

P (Nn = 0) = P (N = 0) et lim
n→+∞

P (Nn = 1) = P (N = 1) = 0.

La suite (Nn)n≥1 converge en loi vers N

2−a)
Posons f(u) = 1− u− e−u pour u ≥ 0.

u 7→ −u est continue, dérivable sur R+, l’exponentielle est continue, dérivable sur R,
donc par composition u 7→ e−u est continue, dérivable sur R+. De plus, u 7→ 1− u est
continue, dérivable sur R+ en tant que fonction polynomiale, donc f est continue,
dérivable sur R+ par somme.

∀u ≥ 0, f ′(u) = −1 + e−u.

f ′(u) ≥ 0 ⇐⇒ −1 + e−u ≥ 0 ⇐⇒ e−u ≥ 1 ⇐⇒ −u ≥ 0 ⇐⇒ u ≤ 0.

D’où le tableau de variations de f :

u 0 +∞

f 0 ↘ −∞

Il est clair que ∀u ≥ 0, f(u) ≤ 0, donc ∀u ≥ 0, 1− u ≤ e−u

Remarque : on aurait pu donner un argument de convexité. La fonction expo-
nentielle est convexe (sa dérivée seconde est > 0). La courbe représentative de
l’exponentielle se situe au dessus de toutes ses tangentes, en particulier sa tangente
au point x = 0. L’équation de cette tangente est y − e0 = exp′(0)x ⇐⇒ y = x+ 1

∀x ∈ R, ex ≥ x+ 1, donc valable pour x = −u

2−b)

Posons S =

+∞∑
k=0

|P (U = k)−
(
λ
n

)k 1
k!

exp(−λ
n ) |.

Rappelons que U(Ω) = {0, 1} et U ↪→ B(λn ) : la somme S s’écrit :
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