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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2013

ESSEC 2013 VOIE E MATH III

CORRIGE

Le symbôle ↪→ veut dire ” suit la loi de probabilité ” :

T ↪→ G veut dire ” la variable T suit la loi de probabilité G.

PARTIE I : des exemples

1)

Xn =

n∑
k=1

Uk est la somme de n variables de Bernoulli, indépendantes, de même

paramètre p, donc Xn suit la loi binomiale de paramètres n, p

2)

Remarquons que l’écriture X =

N∑
k=1

Uk n’a pas de sens pour les candidats de cette

filière car N n’est pas un entier mais une variable aléatoire !

Ce qui a un sens c’est X(ω) =

N(ω)∑
k=1

Uk(ω) si N(ω) ≥ 1 et X(ω) = 0 si N(ω) = 0.

La famille (N = j)j≥0 est un système pseudo-complet d’événements (certains événe-

ments peuvent être quasi-impossibles). Appliquons la formule des probabilités
totales.

∀j ∈ N, P (X = j) =

+∞∑
n=0

P (N = n ∩X = j).

Si pn = P (N = n) > 0, alors P (N = n ∩X = j) = P (N = n)P[N=n](X = j).

Considérons ω ∈ Ω / N(ω) = n ;

Si n ≥ 1, alors X(ω) =

N(ω)∑
k=1

Uk(ω) =
n∑

k=1

Uk(ω), donc ∀ω ∈ Ω / ω ∈ (N = n), X(ω) = Xn(ω).

On remarque que ce résultat est valable pour n = 0 car dans ce cas X(ω) = X0(ω) = 0.

pn > 0 =⇒ P (N = n ∩X = j) = P (N = n)P[N=n](X = j) = pnP (Xn = j).

Si pn = P (N = n) = 0, l’inclusion (N = n∩X = j) ⊂ (N = n) implique P (N = n∩X = j) = 0
Or pnP (Xn = j) = 0.

pn = 0 =⇒ P (N = n ∩X = j) = pnP (Xn = j).

Donc, dans les deux cas, P (N = n ∩X = j) = pnP (Xn = j).
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.Extrait gratuit de document, le document original comporte 22 pages.



2 ESSEC VOIE E 2013 math III

∀j ∈ N, P (X = j) =
+∞∑
n=0

pnP (Xn = j)

3−a)

∀ω ∈ Ω, X(ω) =

N(ω)∑
k=1

Uk(ω) d’après la question 2) (relation valable si N(ω) ≥ 1). La

variable Uk est de Bernoulli, donc Uk(ω) ∈ {0, 1}. Par conséquent
N(ω)∑
k=1

Uk(ω) ≤ N(ω).

Puisque N ↪→ B(m,π), N(ω) ≤ m. Il en résulte que ∀ω ∈ Ω, X(ω) ≤ m (inégalité valable
si N(ω) = 0 puisqu’alors X(ω) = X0(ω) = 0).

X(Ω) ⊂ [[0,m]] : ∀j > m, rj = P (X = j) = 0

3−b)

∀j ∈ N, rj =

+∞∑
n=0

pnP (Xn = j).

La variable Xn suit la loi binomiale B(n, p), donc ∀j > n =⇒ P (Xn = j) = 0. Par suite
+∞∑
n=0

pnP (Xn = j) =
+∞∑
n=j

pnP (Xn = j).

D’autre part, N ↪→ B(m,π), donc P (N = n) = 0 si n > m ; par suite
+∞∑
n=j

pnP (Xn = j) =
m∑

n=j

(
n
j

)
pj(1− p)n−j

(
m
n

)
πn(1− π)m−n

Cette expression a un sens car j ∈ [[0,m]], donc j ≤ m.

∀j / j ≤ m, rj =

m∑
n=j

(
n
j

)(
m
n

)
pj(1− p)n−jπn(1− π)m−n

3−c)(
n
j

)(
m
n

)
= n!

j!(n− j)!
× m!

n!(m− n)!

= m!
j!(m− j)!

× (m− j)!

(n− j)!(m− n)!

=

(
m
j

)
× (m− j)!

(n− j)!(m− j − (n− j))!

=

(
m
j

)
×
(
m− j
n− j

)
Pour tous entiers j, n,m tel que 0 ≤ j ≤ n ≤ m,

(
n
j

)(
m
n

)
=

(
m
j

)
×
(
m− j
n− j

)

3−d)
L’égalité du 3−b) s’écrit

rj = pj
m∑

n=j

(
n
j

)(
m
n

)
(1− p)n−jπn(1− π)m−n

= pj
m∑

n=j

(
m
j

)
×
(
m− j
n− j

)
(1− p)n−jπn(1− π)m−n d’après la question précédente

= pj
(
m
j

) m∑
n=j

(
m− j
n− j

)
(1− p)n−jπn(1− π)m−n on pose ℓ = n− j
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rj = pj
(
m
j

)m−j∑
ℓ=0

(
m− j

ℓ

)
(1− p)ℓπℓ+j(1− π)m−(ℓ+j)

= pj
(
m
j

)
πj

m−j∑
ℓ=0

(
m− j

ℓ

)
(1− p)ℓπℓ(1− π)m−j−ℓ

= pj
(
m
j

)
πj

m−j∑
ℓ=0

(
m− j

ℓ

)(
π(1− p)

)ℓ
(1− π)m−j−ℓ

= pj
(
m
j

)
πj
(
π(1− p) + (1− π)

)m−j

d’après le binôme de Newton

∀j ∈ [[0,m]], P (X = j) =

(
m
j

)
pjπj(1− pπ)m−j

3−e)
En résumé : X(Ω) = [[0,m]] d’après les questions 3−a) et 3−d).

∀j ∈ [[0,m]], P (X = j) =

(
m
j

)
(pπ)j(1− pπ)m−j.

X ↪→ B(m, pπ)

4−a)

∀j ∈ N, P (X = j) =
+∞∑
n=0

e−λλn

n!

(
n
j

)
pj(1− p)n−j

=

+∞∑
n=j

e−λλn

n!

(
n
j

)
pj(1− p)n−j car

(
n
j

)
= 0 si n < j

e−λ

+∞∑
n=j

n!
j!(n− j)!

λn

n!
pj(1− p)n−j

= e−λ p
j

j!

+∞∑
n=j

λn

(n− j)!
(1− p)n−j

= e−λ p
j

j!

+∞∑
n=j

λj λn−j

(n− j)!
(1− p)n−j

∀j ∈ N, P (X = j) = e−λ (λp)
j

j!

+∞∑
n=j

(λ(1− p))n−j

(n− j)!

4−b)
Dans la somme précédente, posons k = n− j, on obtient

P (X = j) = e−λ (λp)
j

j!

+∞∑
k=0

(λ(1− p))k

k!

= e−λ (λp)
j

j!
eλ(1−p) on aura reconnu la somme d’une série exponentielle

= e−λ+λ(1−p) (λp)
j

j!

= e−λp (λp)
j

j!

X(Ω) = N ; ∀j ∈ N, P (X = j) = e−λp (λp)
j

j!
, donc X ↪→ P (λp)
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