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PROBLEME 1

Dans tout le probléme, n est un entier tel que n > 2.
On confond polyndme de R[X] et fonction polynomiale sur R ou sur [0;+o0| ou sur ]0; +ocl.

On note R,,_; [X] le sous-espace vectoriel de R[X] formé des polynémes de degré inférieur ou égal & n—1.

Partie I : Interpolation polynomiale

Soient ay. ..., a, des réels deux 4 deux distincts. On note

¢ : Ry 1[X] — R*, Pr— @(P) = (P(a1), ..., P(an)).

1. Montrer que  est un isomorphisine. -

2. En déduire que, pour tout (by,...,4;) € R", il existe P € R,.1[X] unique tel que :

Vi € {1, veey n}, P(ai) =b,.

3. Ezemple :
Déterminer le polynéme Fy de R3{X] tel que :

B(0)=1, P(1)=3, By(2) =11, By(3)=3l.
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Partie II : Polynomes spéciaux
On considere l'ensemble E des polynomes P de R[X] tels que :
Vz €]0;400], (P(x)>0 et P'(z)>0).
1. Donner un exemple d’élément de K.

2. Montrer que E est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par
multiplication, c’est-a-dire que, pour tout @ € ]0;+o00[ et tous P,@Q € E,on a :

aPeFE, P+QecE, PQekFE.

Est-ce que £ est un sous-espace vectoriel de R{X] ?

3. Soit PEE. Onnote P:R—R, 7+ /)P(t)dt.
Montrer : P, € E. ‘

4. Soit P € E. Montrer : Vz € [0;+0c], P(z) > P(0).
Pour tout P € E, on note P : [0; +o0| ——s [P(0);+00], = +— P(z)= P(z).
5. Montrer que 'application P est bijective.

6. Si, de plus, P est de degré au moins 2, est-ce que ’application réciproque P! de P est une
application polynomiale 7

Partie 11I : Matrices symétriques positives

On note S, l'ensemble des matrices symétriques A de M,,(R) telles que :
VU e M,,1(R), "UAU = 0.
Soit A une matrice symétrique de M, (R).

1. La matrice A est-elle diagonalisable dans M,,(R} 7 Justifier.

2. a. Montrer que si A est dans S, alors toutes les valeurs propres de A sont dans {0; +ocl.

b. Réciproguement, montrer que si toutes les valeurs propres de A sont dans [0; +oo[, alors A est
dans S;.

Partie IV : Matrice symétrique positive solution d’une équation polynomiale spéciale

Soit P € £ de degré n — 1 ('ensemble ¥ a été défini dans la partie IT), et soit A € S} admettant n
valeurs propres deux a deux distinctes, notées Aq, ..., A,, appartenant toutes a [P0} ; +oo|.

On note D la matrice diagonale de M,,(R) dont les termes diagonaux sont successivement Ay, ..., Ay,
et ) une matrice inversible de M,,(R) telle que A = QDQ!.

Ou se propose de résoudre Péquation P(S) = A, d’inconnue S € S7.

1. On suppose que I’équation P(S) = A a une solution dans S} .
Soit S appartenant a S} telle que P(S) = A. On note A = Q' 5Q.

a. Montrer que SA = AS et en déduire que AD = DA.

b. Démontrer que A est diagonale et que les éléments diagonaux de A sont tous positifs ou nuls.
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2. Etablir que 'équation P(S) = A, d’inconnue S € S}, admet une solution et une seule, et que celle-
ci est QAQ™, oit A est une matrice diagonale que 'on exprimera & Iaide de PHAp), - P,
ol P a été définie dans la partie T1.

3. Ezemple :
2 -1 0 0
o o -1 2 0 o
Onprendici n=4, P=X"+X+1let A= 0 0 21 10
0 0 10 21

a. Vérifier P c E.
b. Déterminer les valeurs propres de A et montrer : A € St

c. Déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale @ telles que A=QDQT
d. Résondre Péquation P(S) = A, d’inconnue S € S

PROBLEME 2

Partie I : Formule de Stirling
x/2
Pour tout n € N, on définit W, = f (cos zf)n dt.
0

1. Calculer Wy et W;.

2. a. Montrer que la suite (W, )pen est décroissante.
b. Montrer, pour tout entier ntel quen > 0: W, > (.

3. a. Montrer, pour tout entier ntel quen 2 0:  (n+ 2)W,» = (n + 1)W,.
b. En déduire, pour tout entier n tel que n 2 0 : (n + D)W, (W, = W W,

n+1
4. a. Montrer, pour tout entier n tel quen 20: W, > W,,, > : 3
n }

Wi

b. En déduire: W,,, ~ W,, puis: W, ~ —_
n—r+4-00 n—+-00 2n

. _ 2n)! =«
5. Montrer, pour tout entier n tel que n > 0: W, = WE
3 1 T —n
On note, pour tout entier n tel quen > 1: A, = —n" n

11

6. Montrer que la série E G CONVErge.
nz2

7. Montrer, pour tout entier n tel que n > 2 : a, = n(A,) — In(4,_;).

8. En déduire que la suite {A, )nen- converge et que sa limite £ est strictement positive.

1
9. a. Justifier: n! ~ En"e_”\/v_z.

n—-40o
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b. En utilisant 'expression de Ws, 4 'aide de factorielles, en déduire la valeur de £ et I'équivalent
suivant :

nl ~ nte "/ 2rn.
n——+4oo

Partie II : Etude de variables aléatoires
Soit un réel a strictement positif et la fonction f, : R —— R définie, pour tout réel z, par :
fa(m) =0 si z<0
x _z
folz) = Eé—eﬁ%z si z>0.

1. Montrer que f, est une densité.

On considére une variable aléatoire X admettant f, comme densité.

2. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

3. Montrer que la variable aléatoire X admet une espérance E{X) et calculer E(X).

4. Montrer que la variable aléatoire X admet une variance V(X) et calculer V(X).

5. a. On considére une variable aléatoire V suivant la loi uniforme sur intervalle 10; 1. Montrer que
la variable aléatoire Z = a4/—21n(V) suit la méme loi que la variable aléatoire X.

b. En déduire un programme en langage Pascal, utilisant le générateur aléatoire Pascal, simulant
la variable aléatoire X, le réel a strictement positif étant entré par Putilisateur.

Pour tout entier n tel que n = 2, on constdére une urne U,, contenant n boules numérotées de 1 4 n.
On effectue, dans U,, des tirages d'une boule avec remise. On suppose que tous les tirages dans U,
sont équiprobables. On s’arréte dés que 'on obtient une boule déja obtenue.

On note T, la variable aléatoire égale an nombre de tirages effectués.

6. Justifier : P(T, >n+1)=0
7. Déterminer, pour tout entier k tel que ¥ < n: P(T, > k).

L3

ND

On congidére la variable aléatoire Y, = . On se propose d’étudier la convergence en loi de la suite

de variables aléatoires (¥;,)nz2.

Soit y € [0;+oc]. On note k,, I'entier naturel égal A la partie entiére de yy/n.
Onadonc: k, <yv/n<1+k,.

8. Justifier : P(Y, > y) =P(T, > k).

K\ Fn—n
9. En utilisant I 9.b., montrer :  P(Y, > y) ~ g hn (1 — X) .

10. a. Déterminer le développement limité d’ordre 2 de t +—» ~t + (f — 1)In(1 — t} en 0.

b. En déduire : Tim (— kn+ (kn —n)In (1 — ﬁ)) -
n—4oc n 2
11. Montrer gue la suite de variables aléatoires (Y},),52 converge en loi vers une variable aléatoire &

densité dont on précisera une densité.
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CORRIGE

PROBLEME 1

PARTIE I : INTERPOLATION POLYNOMIALE

1)
Nous noterons F = R,,_1[X].
V(P,Q) € F?2, VAER, o(P+ Q) = ((P+XQ)(a1),...,(P+AQ)(an))

= (P(a1) + AQ(a1), ..., P(an) + AQ(an))

= (P(a1)7 Ty P(a‘n)) + )‘(Q(al)v ceey Q(a’n))

¢ est une application linéaire de F =R,,_;[X] dans R"

Déterminons son noyau. Soit P € F ; ¢(P) = Op,, <= Vi € [1,n], P(a;) = 0. Le polynome
P admet donc n racines distinctes puisque les réels a; sont deux a deux distincts.

Or deg P <n —1, donc P est le polynome nul.

Kerp = {0, }, dim F = dimR" = n, donc ¢ est un isomorphisme de F dans R"

2)
Grace a la bijectivité de ¢, ¥(b1,...,b,) €R"®, IIP € F | o(P) = (by,...,b,) :

V(bl,...,bn)ERn, E“PEF/VZ'E[[I,’II]], P(ai):bi

3)
Notons P=a+bX 4+ cX2 + dX?.

a =1
a+b+c+d =3
a+2b+4c+8d =11
a+3b+9c+27d =31

Les conditions imposées équivalent a

Ce systeme équivaut sucessivement a

a :]. a =
bte+d =2 btctd =2
b+2+4d =5 Ly+— Ls— Lo = c+3d =3
b+3c+9d =10 Ly +— 5(Li— L) c+4d —4 Ly Ly— Ly
a =1
b+c+d =2
— c+3d =3
d pr—
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La résolution donne a =1, b=1, ¢=0, d=1.

P=1+X+X3

PARTIE II : POLYNOMES SPECIAUX

1)

Le polynome précédent répond a la question, il y a aussi tous les polynomes a
coefficients strictement positifs.

2)
Soit (P,Q) € E? et A > 0.

Ve >0, (AP)(x) =AP(z)>0
(AP)(z) =AP'(z)>0
(P+Q)x) = Px)+Q() >0
(P+Q)(x) =P(z)+Q(z)>0
(PQ)(x) = P(2).Qx) >0
(P.Q)(z) = P(2)Qx)+ P(x)Q'(x) >0

E n’est pas un sous-espace de R[X] car il ne contient pas le polynéme nul.
3)

Vz >0, P; est continue sur [0,+oo[ et V¢ € [0,z], P(t) >0, donc / P(t)dt > 0.
0

Va >0, Pi(xz) > 0.
Vx>0, P{(z)= P(z) > 0.

P, est élément de E

4)
Soit P € E.
La fonction P est strictement croissante sur ]0,+oo[, donc sur [0,+oo[ car P'(0) > 0

puisque P’(0) = lim P'(z). Donc | Vx>0, P(x) > P(0)

z—0t

5)

P est la restriction de P & [0,4+00[. C’est donc une fonction continue, strictement
croissante sur l'intervalle [0, +oo[. Elle réalise une bijection de cet intervalle sur son
image. Comme P est strictement croissante, P est de degré au moins égal & 1, avec
un terme dominant positif strictement (sinon la limite de P en +oo serait —oo ce qui
est contradiction avec une fonction croissante).

Conclusion :_lim P(z) = +oo et il s’ensuit que 'image de [0,4o0c] par P est égal a

P réalise une bijection de [0, +oo[ sur [P(0), +oo]

6)

Notons r le degré de P. Si P~! € R[X], notons s le degré de P~! (P~! n’est pas le
polynoéme nul).

Ecrivons : P = Zaka et P~ = Zka’“ avec a,bs # 0.
k=0 k=0
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VzeR,, (PoP Y)(z)=2 <=VzeR,, PP l(z)=2
Vo eR, <= an(P(2)f =2
k=0

VeeR, <— Zak(ijxj)k =z
k=0 j=0

Le terme de plus haut degré de (Z bjxd ) est (bga®)* = bEask.

j=0
Donc le terme de plus haut degré de Zak(z bjx? )k est a,(byx®)" = abix®".
k=0 ;=0
D’apres 'hypothese, r > 2.
Si s > 1, alors sr > 2 et on ne pourra pas avoir a,b3z*" = .
Si s =0, alors sr =0 et le polynome Po P~! est de degré 0 ; il ne peut étre égal a X.

On peut dire aussi : s = 0 = P! est constant ; cela n’est pas possible car P~1 est
une bijection.

P~ n’est pas une application polynomiale

PARTIE III : MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES

1)
La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans M,,(R).
2-a)
Soit A € spect(A4) et U une colonne propre associée :

AU = \U = tUAU = tUNU = \UU = \||U|[2. Donc tUAU = \||U||2.

La matrice A est positive, donc ‘UAU >0 ; U # (0) = ||U|| > 0, donc X = AU

ol =
spect(A) C R4

2-b)
Notons Ay, ..., \, les valeurs propres de A non nécessairement distinctes.
Il existe P € GL,(R) telle que A = PDiag(A1,...,\,)!P

Y1 n
Soit V.=| : | € M,,1(R), alors 'V Diag(\y,...,\,)V = Zkkyi >0 (Calcul classique).

k=1
Yn

De plus, la matrice Diag(\y,...,\,) est symétrique réelle, donc Diag(A1,...,\,) € S;F.
YU € My1(R), tUAU ='UPDiag(\y,..., ) PU
= {(*PU) Diag(A1,..., A\) PU

Posons V =tPU, alors V € M,, 1(R) et I'on a : 'UAU = 'V Diag(\y,...,\,)V > 0 d’apres
ce que l'on vient de voir.
De plus
tA t(P Diag(A1,...,\n)tP)

=Y(*P)! Diag(\1,...,\)'P  (propriété classique de la transposition)

= PDiag(\1,...,\,)'P  (car Diag(\i,...,\,) est symétrique)
tA =A

VU € M, 1(R), 'UAU > 0 et A symétrique, donc A € S;-
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