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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2012

EM LYON 2012 VOIE S

CORRIGE

PROBLEME I

PARTIE I : INTERPOLATION POLYNOMIALE

1)

Nous noterons F = Rn−1[X].
∀(P,Q) ∈ F 2, ∀λ ∈ R, φ(P + λQ) = ((P + λQ)(a1), . . . , (P + λQ)(an))

= (P (a1) + λQ(a1), . . . , P (an) + λQ(an))
= (P (a1), · · · , P (an)) + λ(Q(a1), . . . , Q(an))

φ est une application linéaire de F = Rn−1[X] dans Rn

Déterminons son noyau. Soit P ∈ F ; φ(P ) = 0Rn ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], P (ai) = 0. Le polynôme
P admet donc n racines distinctes puisque les réels ai sont deux à deux distincts.

Or degP ≤ n− 1, donc P est le polynôme nul.

Kerφ = {0Rn}, dimF = dimRn = n, donc φ est un isomorphisme de F dans Rn

2)

Grâce à la bijectivité de φ, ∀(b1, . . . , bn) ∈ Rn, ∃ !P ∈ F / φ(P ) = (b1, . . . , bn) :

∀(b1, . . . , bn) ∈ Rn, ∃ !P ∈ F / ∀i ∈ [[1, n]], P (ai) = bi

3)

Notons P = a+ bX + cX2 + dX3.

Les conditions imposées équivalent à


a = 1

a+ b+ c+ d = 3
a+ 2b+ 4c+ 8d = 11
a+ 3b+ 9c+ 27d = 31

Ce système équivaut sucessivement à
a = 1

b+ c+ d = 2
b+ 2c+ 4d = 5 L3 ←− L3 − L2

b+ 3c+ 9d = 10 L4 ←− 1
2
(L4 − L2)

⇐⇒


a = 1
b+ c+ d = 2

c+ 3d = 3
c+ 4d = 4 L4 ←− L4 − L3

⇐⇒


a = 1
b+ c+ d = 2

c+ 3d = 3
d = 1
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La résolution donne a = 1, b = 1, c = 0, d = 1.

P = 1 +X +X3

PARTIE II : POLYNOMES SPECIAUX

1)

Le polynôme précédent répond à la question, il y a aussi tous les polynômes à
coefficients strictement positifs.

2)

Soit (P,Q) ∈ E2 et λ > 0.

∀x > 0, (λP )(x) = λP (x) > 0
(λP )′(x) = λP ′(x) > 0

(P +Q)(x) = P (x) +Q(x) > 0
(P +Q)′(x) = P ′(x) +Q′(x) > 0

(P.Q)(x) = P (x).Q(x) > 0
(P.Q)′(x) = P ′(x)Q(x) + P (x)Q′(x) > 0

E n’est pas un sous-espace de R[X] car il ne contient pas le polynôme nul.

3)

∀x > 0, P1 est continue sur [0,+∞[ et ∀t ∈ [0, x], P (t) > 0, donc
∫ x

0

P (t)dt > 0.

∀x > 0, P1(x) > 0.

∀x > 0, P ′
1(x) = P (x) > 0.

P1 est élément de E

4)

Soit P ∈ E.

La fonction P est strictement croissante sur ]0,+∞[, donc sur [0,+∞[ car P ′(0) ≥ 0

puisque P ′(0) = lim
x→0+

P ′(x). Donc ∀x ≥ 0, P (x) ≥ P (0)

5)

P̃ est la restriction de P à [0,+∞[. C’est donc une fonction continue, strictement
croissante sur l’intervalle [0,+∞[. Elle réalise une bijection de cet intervalle sur son
image. Comme P̃ est strictement croissante, P est de degré au moins égal à 1, avec
un terme dominant positif strictement (sinon la limite de P en +∞ serait −∞ ce qui
est contradiction avec une fonction croissante).

Conclusion : lim
x→+∞

P̃ (x) = +∞ et il s’ensuit que l’image de [0,+∞[ par P̃ est égal à

[P (0),+∞[.

P̃ réalise une bijection de [0,+∞[ sur [P (0),+∞[

6)

Notons r le degré de P . Si P−1 ∈ R[X], notons s le degré de P−1 (P−1 n’est pas le
polynôme nul).

Ecrivons : P =

r∑
k=0

akX
k et P−1 =

s∑
k=0

bkX
k avec arbs ≠ 0.
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∀x ∈ R+, (P ◦ P−1)(x) = x ⇐⇒ ∀x ∈ R+, P (P−1(x)) = x

∀x ∈ R+ ⇐⇒
r∑

k=0

ak(P
−1(x))k = x

∀x ∈ R+ ⇐⇒
r∑

k=0

ak(
s∑

j=0

bjx
j)k = x

Le terme de plus haut degré de (
s∑

j=0

bjx
j)k est (bsx

s)k = bksx
sk.

Donc le terme de plus haut degré de
r∑

k=0

ak(

s∑
j=0

bjx
j)k est ar(bsx

s)r = arb
s
sx

sr.

D’après l’hypothèse, r ≥ 2.

Si s ≥ 1, alors sr ≥ 2 et on ne pourra pas avoir arb
s
sx

sr = x.

Si s = 0, alors sr = 0 et le polynôme P ◦ P−1 est de degré 0 ; il ne peut être égal à X.

On peut dire aussi : s = 0 =⇒ P−1 est constant ; cela n’est pas possible car P−1 est
une bijection.

P−1 n’est pas une application polynomiale

PARTIE III : MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES

1)

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans Mn(R).

2−a)
Soit λ ∈ spect(A) et U une colonne propre associée :

AU = λU =⇒ tUAU = tUλU = λtUU = λ||U ||2. Donc tUAU = λ||U ||2.

La matrice A est positive, donc tUAU ≥ 0 ; U ≠ (0) =⇒ ||U || > 0, donc λ =
tUAU
||U ||2

≥ 0.

spect(A) ⊂ R+

2−b)
Notons λ1, . . . , λn les valeurs propres de A non nécessairement distinctes.

Il existe P ∈ GLn(R) telle que A = P Diag(λ1, . . . , λn)
tP

Soit V =

 y1
...
yn

 ∈ Mn,1(R), alors tV Diag(λ1, . . . , λn)V =

n∑
k=1

λky
2
k ≥ 0 (Calcul classique).

De plus, la matrice Diag(λ1, . . . , λn) est symétrique réelle, donc Diag(λ1, . . . , λn) ∈ S+
n .

∀U ∈Mn,1(R), tUAU = tUP Diag(λ1, . . . , λn)
tPU

= t(tPU)Diag(λ1, . . . , λn)
tPU

Posons V = tPU , alors V ∈ Mn,1(R) et l’on a : tUAU = tV Diag(λ1, . . . , λn)V ≥ 0 d’après
ce que l’on vient de voir.

De plus
tA = t(P Diag(λ1, . . . , λn)

tP )
= t(tP )t Diag(λ1, . . . , λn)

tP (propriété classique de la transposition)
= P Diag(λ1, . . . , λn)

tP (car Diag(λ1, . . . , λn) est symétrique)
tA = A

∀U ∈Mn,1(R), tUAU ≥ 0 et A symétrique, donc A ∈ S+
n
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