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EM LYON option scientifique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2010

EM-LYON OPTION SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PROBLEME I

Partie I : résultats généraux sur les matrices stochastiques -
illustrations

1−a)

• Soit A ∈ STp ; ∀i ∈ [[1, p]], AVi =
p∑

j=1

Ai,j × 1 = 1 = Vi. Donc AV = V et par hypothèse

∀(i, j) ∈ ([[1; p]])2, Ai,j ≥ 0.

• Réciproquement AV = V ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, p]],
p∑

j=1

Ai,j = 1, donc A ∈ STp car les Ai,j sont

≥ 0.

Soit A ∈Mp(R). A ∈ STp ⇐⇒ AV = V et ∀(i, j) ∈ ([[1; p]])2, Ai,j ≥ 0

1−b)

Le résultat précédent montre que 1 ∈ spect(A) et V est un vecteur propre associé.

Toutes les matrices de STp admettent 1 pour valeur
propre et V pour vecteur propre associé

2)

Soit (A,B) ∈ (STp)2.

(AB)V = A(BV ) = AV = V . De plus ∀(i, j) ∈ ([[1; p]])2, (AB)i,j =
p∑

k=1

Ai,kBk,j ≥ 0.

∀(A,B) ∈ (STp)2, AB ∈ STp

3−a)

A1 =




1 0 0
1
2

1
2 0

1
3

1
3

1
3


 ; A2 =




1 0 0
0 1

2
1
2

0 1
2

1
2


 ; A3 =




1 0 0
1
2

1
2 0

0 1
2

1
2




A1 ∈ ST3, admet trois valeurs propres réelles : elle est diagonalisable. Les trois sous-
espaces propres sont de dimension 1. En particulier celui associé à la valeur propre
1.
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3−b)

Notons E(A, λ) le sous-espace propre d’une matrice A associé à la valeur propre λ.

(i) La matrice A2 est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans M3(R), donc
dans M3(C).

A3 admet deux valeurs propres 1 et 1
2

rang(A3 − I3) = rang




0 0 0
1
2 −1

2 0

0 1
2 −1

2


 = 2. Donc dim E(A3, 1) = 1 car les colonnes C1 et

C2 sont libres et C1 + C2 + C3 = (0).

rang(A3 − 1
2I3) = rang




1
2 0 0

1
2 0 0

0 1
2 0


 = 2, donc dim E(A3,

1
2) = 1 car les colonnes C1 et C2

sont libres et C3 = (0).

spect(A3) = {0, 1
2}, dim E(A3, 1) + dimE(A3,

1
2) < 3 : A3 n’est pas diagonalisable

dans M3(C)

(ii) Reprenons A2

rang(A2 − I3) = rang




0 0 0
0 −1

2
1
2

0 1
2 −1

2


 = 1 ; donc dim E(A2, 1) = 2.

L’affirmation proposée est fausse

4−a)

Soit X =




x1,
...

xp


 ∈Mp,1(C) un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ.

AX = λX ⇐⇒ ∀k ∈ [[1; p]],
p∑

j=1

Ak,j .xj = λxk. Pour k = i, on a :

p∑

j=1

Ai,j .xj = λ.xi. Donc
∣∣∣

p∑

j=1

Ai,j .xj

∣∣∣ = |λ.xi | et compte tenu de l’inégalité triangulaire,

il vient |λ.xi | ≤
p∑

j=1

|Ai,j |.|xj |

p∑

j=1

|Ai,j |.|xj | ≤
p∑

j=1

|Ai,j |.|xi | = |xi |
p∑

j=1

Ai,j (car les coefficients Ai,j sont ≥ 0). Finalement

p∑

j=1

|Ai,j |.|xj | ≤ |xi |.

|λxi | ≤ |xi |

4−b)

|xi | > 0, sinon on aurait ∀k ∈ [[1; p]], |xk | ≤ 0, donc ∀k ∈ [[1; p]], xk = 0. Le vecteur X
serait nul ce qui est impossible car c’est un vecteur propre.

|λxi | = |λ ||xi | et puisque |xi | > 0, on obtient

∀λ ∈ spect(A), |λ | ≤ 1
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