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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2010

ESSEC OPTION SCIENTIFIQUE

CORRIGE

Partie I : Existence et propriétés de l’opérateur U

Etude de l’équation Ef

1−a)

Notons h l’application x ∈ I 7→ exp(−ax)y(x) où y ∈ C1(I,R). L’application h est
dérivable sur I comme produit de fonctions dérivables sur I et

∀x ∈ I, h′(x) = −a exp(−ax)y(x) + exp(−ax)y′(x) = exp(−ax)
(
− ay(x) + y′(x)

)

y est solution de Ef ⇐⇒ −ay(x) + y′(x) = −f(x)
⇐⇒ h′(x) = − exp(−ax)f(x) car exp(−ax) n’est jamais nulle

⇐⇒ ∃K ∈ R / ∀x ∈ I, h(x) = −
∫ x

1

exp(−at)f(t)dt + K

y est solution de Ef ⇐⇒ ∃K ∈ R / ∀x ∈ I, y(x) = exp(ax)
(
K −

∫ x

1

exp(−at)f(t)dt
)

1−b)

Supposons qu’il existe au problème Ef deux solutions bornées y et z.

La fonction z est solution de Ef , donc ∃K1 ∈ R / ∀x ∈ I, z(x) = exp(ax)
(
K1 −∫ x

1

exp(−at)f(t)dt
)
.

Donc ∀x ∈ I, (y(x)− z(x)) = exp(ax)(K −K1)

On sait que a > 0 ; si K 6= K1, alors lim
x→+∞

exp(ax)(K−K1) = ±∞ avec le signe de K−K1.

Par hypothèse, y et z sont bornées sur I, donc ∃ (M,M1) ∈ (R+)2 / ∀x ∈ I, |y(x) | ≤ M
et |z(x) | ≤ M1.

D’après l’inégalité triangulaire, |y(x)− z(x) | ≤ |y(x) |+ |z(x) | ≤ M + M1.

|y − z | est bornée donc y − z ne peut tendre vers l’infini. Conclusion K = K1, donc
y = z.

Il existe au plus une solution bornée au problème Ef

1−c)

• La fonction f appartient à E, elle est donc bornée sur I. Il existe A ∈ R+ / ∀x ∈
I, |f(x) | ≤ A. Donc ∀x ∈ I, |exp(−ax)f(x) | = exp(−ax)|f(x) | ≤ A exp(−ax).

L’intégrale
∫ +∞

1

A exp(−ax)dx est convergente car a > 0 ; par comparaison des fonctions

continues positives, l’intégrale
∫ +∞

1

|exp(−ax)f(x) |dx est convergente,
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l’intégrale
∫ +∞

1

exp(−ax)f(x)dx est absolument convergente donc convergente

1−d)

L’intégrale
∫ +∞

1

exp(−at)f(t)dt converge équivaut à ∀x ∈ I, l’intégrale
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt

converge.

La fonction g est définie sur I.

Avec les notations précédentes,

∀x ∈ I, |g(x) | ≤ exp(ax)
∣∣∣
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt
∣∣∣

≤ exp(ax)
∫ +∞

x

|exp(−at)f(t) |dt (les bornes sont dans l’ordre croissant)

≤ exp(ax)
∫ +∞

x

A exp(−at)dt (les bornes sont dans l’ordre croissant)

≤ A exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)dt

Or
∫ +∞

x

exp(−at)dt = lim
b→+∞

∫ b

x

exp(−at)dt = lim
b→+∞

1
a

(
− exp(−ab) + exp(−ax)

)
=

exp(−ax)
a

∀x ∈ I, |g(x) | ≤ A
a : g est bornée sur I

• Montrons que g ∈ C1(I,R).

∀x ∈ I,

∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt =
∫ +∞

1

exp(−at)f(t)dt−
∫ x

1

exp(−at)f(t)dt

= B −
∫ x

1

exp(−at)f(t)dt avec B =
∫ +∞

1

exp(−at)f(t)dt donc

∀x ∈ I, g(x) = exp(ax)
(
B −

∫ x

1

exp(−at)f(t)dt

La fonction f est continue sur I, donc la fonction x 7→
∫ x

1

exp(−at)f(t)dt est la primitive

de t 7→ exp(−at)f(t) qui s’annule au point 1 ; c’est donc une fonction de classe
C1 sur I. Comme l’exponentielle est aussi de classe C1 sur I, il est immédiat que

x 7→ exp(ax)
(
B −

∫ x

1

exp(−at)f(t)dt
)

est de classe C1 sur I

La fonction g appartient à C1(I,R)

• Montrons que g est solution du problème Ef .

∀x ∈ I, g′(x) = a exp(ax)
(
B −

∫ x

1

exp(−at)f(t)dt
)
− exp(ax) exp(−ax)f(x)

= a exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt− f(x) par définition de B

= ag(x)− f(x)

∀x ∈ I, g′(x)− ag(x) + f(x) = 0 : g est solution du problème Ef

Finalement, g est bornée sur I, solution de Ef : g est l’unique solution bornée de Ef

Linéarité de U

2−a)

Pour f = 1, g(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)dt = exp(ax)
exp(−ax)

a (calcul fait au 1−d))

U(1) = 1
a
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2−b)

Par linéarité des intégrales convergentes, ∀(f, f1) ∈ E1, ∀λ ∈ R, ∀x ∈ I,

(U(f + λf1))(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)
(
f(t) + λf1(t)

)
dt

= exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt + λ exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)f1(t)dt

= (U(f))(x) + λ(U(f1))(x) = (U(f) + λU(f1))(x)

Donc U(f + λf1) = U(f) + λU(f1) : U est linéaire.

D’autre part on a montré que g = U(f) était C1 sur I, donc continue et on a montré
aussi que si f appartient à E, alors g appartient aussi à E ; donc U(f) ∈ E.

L’application U : f ∈ E 7→ U(f) est un endomorphisme de E

2−c)

Soit f ∈ E ;

U(f) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ I, exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt = 0

⇐⇒ ∀x ∈ I,

∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt = 0

Notons G(x) =
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt. ∀x ∈ I, G(x) = 0 =⇒ ∀x ∈ I, G′(x) = 0

G(x) =
∫ +∞

1

exp(−at)f(t)dt−
∫ x

1

exp(−at)f(t)dt, donc G′(x) = − exp(−ax)f(x)

∀x ∈ I, G′(x) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ I, f(x) = 0 car l’exponentielle n’est jamais nulle.

∀f ∈ E, U(f) = 0 =⇒ f = 0 : U est injectif

2−d)

Montrons par récurrence la propriété suivante :

∀f ∈ E, ∀n ∈ N, ∀x ∈ I,
(
Un+1(f)

)
(x) = exp(ax)

∫ +∞

x

(t− x)n

n! exp(−at)f(t)dt

* Pour n = 0

(U1(f))(x) = (U(f))(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at)f(t)dt = exp(ax)
∫ +∞

x

(t− x)0

0! exp(−at)f(t)dt

La propriété est initialisée au rang n = 0.

* Supposons la propriété vraie pour un entier n donné.

∀x ∈ I, (Un+2(f))(x) = (Un+1(U(f)))(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

(t− x)n

n! exp(−at)(U(f))(t)dt (1)

car U(f) appartient à E et on peut donc lui appliquer la formule au rang n.

Posons In(B) =
∫ B

x

(t− x)n

n! exp(−at)(U(f))(t)dt pour B ≥ x et intégrons par parties.

β′(t) =
(t− x)n

n! ⇐= β(t) =
(t− x)n+1

(n + 1)!
;

α(t) = exp(−at)(U(f))(t) =⇒ α′(t) = exp(−at)
(
(U(f))′(t)− a(U(f))(t)

)
;

Or (U(f))(t) = g(t), donc (U(f))′(t) − a(U(f))(t) = g′(t) − ag(t) = −f(t) car g est solution
de Ef .

Les fonctions α et β sont de classe C1 sur I, l’intégration par parties est justifiée.
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In(B) =
[ (t− x)n+1

(n + 1)!
exp(−at)U((f))(t)

]B

x
+

∫ B

x

(t− x)n+1

(n + 1)!
exp(−at)f(t)dt

=
(B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB) (U(f)(B)︸ ︷︷ ︸

g(B)

+
∫ B

x

(t− x)n+1

(n + 1)!
exp(−at)f(t)dt (2)

0 ≤
∣∣∣ (B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB)g(B)

∣∣∣ ≤ (B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB) max

x∈ I
|g(t) | (n’oublions pas que g

est bornée sur I).

Par croissances comparées lim
B→+∞

(B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB) = 0 car a > 0,

donc lim
B→+∞

(B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB) max

x∈ I
|g(t) | = 0 et par encadrement

lim
B→+∞

∣∣∣ (B − x)n+1

(n + 1)!
exp(−aB)g(B)

∣∣∣ = 0

L’égalité (2) donne lim
B→+∞

In(B) =
∫ +∞

x

(t− x)n+1

(n + 1)!
exp(−at)f(t)dt

En tenant compte du fait que lim
B→+∞

In(B) =
∫ +∞

x

(t− x)n

n! exp(−at)(U(f))(t)dt et en

revenant à l’égalité (1) on a : (Un+2(f))(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

(t− x)n+1

(n + 1)!
exp(−at)f(t)dt

La propriété est héréditaire et par principe du raisonnement par récurrence,

∀f ∈ E, ∀n ∈ N, ∀x ∈ I,
(
Un+1(f)

)
(x) = exp(ax)

∫ +∞

x

(t− x)n

n! exp(−at)f(t)dt

Remarque : on aurait peut-être pu s’assurer que l’intégrale
∫ +∞

x

(t− x)n

n! exp(−at)(U(f))(t)dt

convergeait en disant que
∣∣∣ (t− x)n

n! exp(−at)(U(f))(t)
∣∣∣ ≤ (t− x)n

n! exp(−at) max
t∈ I

|g(t) | ≤ (t− x)n

n! exp(−at)A où A =max
t∈ I

|g(t) |

Puis par croissances comparées,
(t− x)n

n! exp(−at) = 0( 1
t2

), ce qui assure la convergence

de l’intégrale.

Cas des fonctions exponentielles

3−a)

∀x ∈ I, (U(fk))(x) = exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−at) exp(−kt)dt

= exp(ax)
∫ +∞

x

exp(−(k + a)t)dt

= exp(ax)
exp(−(a + k)x)

a + k
(calcul déjà fait en 1−d))

∀k ∈ N, U(fk) = 1
a + k

fk

3−b)

Pour tout k ∈ R+, fk appartient à Ker(U − 1
a + k

IdE).

Or ∀λ ∈ ]0, 1
a ], ∃ k ≥ 0 / λ = 1

a + k
car l’application k ∈ R+ 7→ 1

a + k
est une bijection

strictement décroissante de R+ sur ]0, 1
a ].
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