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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

CCIP VOIE E 2006

CORRIGE

PROBLEME I : distance en variation et couplage

PARTIE I Distance en variation

I−1)
K = {0, 1}.

D(P,Q) = 1
2
(|p0 − q0 |+ |p1 − q1 |)

= 1
2
(|1− p1 − (1− q1) |+ |p1 − q1 |)

= 1
2
(|p1 − q1 |+ |p1 − q1 |)

D(P,Q) = |p1 − q1 |

I−2)
K = N. ∀k ∈ N, 0 ≤ |pk − qk | ≤ |pk |+ |qk | ≤ pk + qk.

On sait que les séries de termes généraux pk et qk convergent puisque leurs sommes valent
1. Donc la série de terme général (pk + qk) converge et par comparaison des séries à termes

positifs, on conclut que la série de terme général |pk − qk | est convergente.

I−3)

On a 0 ≤ P (A) ≤ 1 (1) et on sait que, par définition d’une probabilité, P (A) =
∑
k∈A

pk. De

même pour la probabilité Q, donc −1 ≤ −Q(A) ≤ 0 (2).

En ajoutant les inégalités (1) et (2), il vient : −1 ≤ P (A) − Q(A) ≤ 1 et cet encadrement

équivaut à 0 ≤ |P (A)−Q(A) | ≤ 1

I−4)

On a : |P (A)−Q(A) | = |
∑
k∈A

(pk − qk) | (I)

On a aussi : |P (A)−Q(A) | = |−P (A) +Q(A) | = |1− P (A)− (1−Q(A)) | = |P (A)−Q(A) | et par
définition : |P (A)−Q(A) | = |

∑
k∈A

(pk − qk) | (II)

En ajoutant (I) et (II), on obtient,
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2|P (A)−Q(A) | = |
∑
k∈A

(pk − qk) |+ |
∑
k∈A

(pk − qk) |

I−5)
D’après l’inégalité triangulaire (la valeur absolue d’une somme, ou d’une différence, est
inférieure ou égale à la somme des valeurs absolues), on obtient

2|P (A)−Q(A) | ≤
∑
k∈A

|pk − qk |+
∑
k∈A

|pk − qk |

≤
∑
k∈K

|pk − qk |

car les événements A et A forment une partition de K. En divisant par 2 > 0, on obtient

|P (A)−Q(A) | ≤ D(P,Q)

I−6)
Supposons A = A0 = {k ∈ K / qk ≥ pk}.
|P (A0)−Q(A0) | = |

∑
k∈A0

(pk − qk) | par définition.

Or k ∈ A0 =⇒ qk ≥ pk, donc pk − qk ≤ 0 et par conséquent
∑
k∈A0

(pk − qk) ≤ 0 ; il s’ensuit que

|
∑
k∈A0

(pk − qk) | = −
∑
k∈A0

(pk − qk) =
∑
k∈A0

(qk − pk) =
∑
k∈A0

|qk − pk | (3)

Pour k ∈ A0, on a vu dans la démonstration du I−4) que |P (A0)−Q(A0) | = |P (A0)−Q(A0) |,
donc |P (A0)−Q(A0) | = |

∑
k∈A0

(pk − qk) |.

∀k ∈ A0, pk > qk, donc pk − qk > 0 et par suite
∑
k∈A0

(pk − qk) > 0 ; il en résulte que

|P (A0)−Q(A0) | =
∑
k∈A0

(pk − qk) =
∑
k∈A0

|pk − qk | (4)

En ajoutant les égalités (3) et (4), on a :

2|P (A0)−Q(A0) | =
∑
k∈A0

|pk − qk |+
∑
k∈A0

|pk − qk |

=
∑
k∈K

|pk − qk |

Et en divisant par 2, |P (A0)−Q(A0) | = D(P,Q)

I−7)
On a donc
D(P,Q) = |P (A0)−Q(A0) | = |

∑
k∈A0

(qk − pk) |

= |P (A0)−Q(A0) | d’après I−4)
= |

∑
k∈A0

(qk − pk) |

Donc,

D(P,Q) = 1
2

(
|
∑
k∈A0

(qk − pk) |+ |
∑
k∈A0

(pk − qk) |
)

= 1
2

( ∑
k∈A0

(qk − pk) +
∑
k∈A0

(pk − qk)
)

d’après la démonstration du I−6)

= 1
2

( ∑
k∈A0

qk −
∑
k∈A0

pk +
∑
k∈A0

pk −
∑
k∈A0

qk

)
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Rappelons que
∑
k∈A0

pk =
∑
k∈K

pk −
∑
k∈A0

pk = 1−
∑
k∈A0

pk ; de même

∑
k∈A0

qk = 1−
∑
k∈A0

qk, donc

D(P,Q) = 1
2

(
1−

∑
k∈A0

qk −
∑
k∈A0

pk + 1−
∑
k∈A0

pk −
∑
k∈A0

qk

)
= 1

2
(2− 2

∑
k∈A0

qk − 2
∑
k∈A0

pk)

Pour k ∈ A0, qk = pk ∧ qk car qk ≤ pk et pour k ∈ A0, pk = pk ∧ qk puisqu’alors pk ≤ qk. Donc

D(P,Q) = 1
2
(2− 2

∑
k∈A0

pk ∧ qk − 2
∑
k∈A0

pk ∧ qk)

= 1
2
(2− 2

∑
k∈K

pk ∧ qk)

D(P,Q) = 1−
∑
k∈K

pk ∧ qk

I−8)

(X ≠ Y ) = (X = Y ), donc P (X ≠ Y ) = 1− P (X = Y ) = 1− P (
∪
k∈K

(X = k ∩ Y = k))

C’est un résultat classique. Les événements (X = k ∩ Y = k) sont deux à deux incompatibles,
donc

P (X ≠ Y ) = 1−
∑
k∈K

P (X = k ∩ Y = k).

Remarquons que
{
(X = k ∩ Y = k) ⊂ (X = k)
(X = k ∩ Y = k) ⊂ (Y = k)

donc
{
P (X = k ∩ Y = k) ≤ P (X = k) = pk
P (X = k ∩ Y = k) ≤ P (Y = k) = qk

et par suite P (X = k ∩ Y = k) ≤ pk ∧ qk, car si un nombre est inférieur ou égal à deux autres ,
il est inférieur ou égal au plus petit de ces deux nombres. On obtient donc en sommant∑
k∈K

P (X = k ∩ Y = k) ≤
∑
k∈K

pk ∧ qk, donc −
∑
k∈K

P (X = k ∩ Y = k) ≥ −
∑
k∈K

pk ∧ qk

et par conséquent 1−
∑
k∈K

P (X = k ∩ Y = k) ≥ 1−
∑
k∈K

pk ∧ qk

D(P,Q) ≤ P (X ≠ Y )

PARTIE II Couplage binomiale-Poisson

II−1)

Les variables (Yk)1≤k≤n étant indépendantes, on sait d’après le cours que
n∑

k=1

Yk suit la loi de

Poisson de paramètre nλ
n :

n∑
k=1

Yk ↪→ P (λ)

II−2)
∀x ∈ [0, 1], f(x) = 1− (1− x) exp(x) ; il est clair que f est dérivable sur [0, 1] en tant que somme
de fonctions dérivables sur cet intervalle.

∀x ∈ [0, 1], f ′(x) = −(1− x) exp(x) + exp(x) = x exp(x) ; d’où le tableau de variations
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x 0 1

f ′(x) +

f 0 ↗ 1

On constate que ∀x ∈ [0, 1], f(x) ∈ [0, 1] : on dit que l’intervalle [0, 1] est stable par f .

II−3)
(Xi = 0) = (Ui = 0 ∩ Yi = 0) donc, par indépendance des variables Ui et Yi,
P (Xi = 0) = P (Ui = 0)P (Yi = 0)

= (1− f(λn )) exp(−
λ
n )

=
(
1−

(
1− (1− λ

n ) exp(
λ
n )
))

exp(−λ
n )

=
(
1− λ

n ) exp(
λ
n ) exp(−

λ
n )

= 1− λ
n

P (Xi = 1) = 1− P (Xi = 0) = λ
n ∀i ∈ [[1, n]], Xi ↪→ B(λn )

• Etudions l’indépendance des variables Xi. Soit (i, j) ∈
(
[[1, n]]

)2
/ i ≠ j.

P (Xi = 0 ∩ Xj = 0) = P (Ui = 0 ∩ Yi = 0 ∩ Uj = 0 ∩ Yj = 0). Les variables Ui, Uj , Yi, Yj sont
indépendantes, donc
P (Xi = 0 ∩Xj = 0) = P (Ui = 0 ∩ Yi = 0)P (Uj = 0 ∩ Yj = 0)

= P (Xi = 0)P (Xj = 0)

Rappelons que si deux événements A et B sont indépendants , alors A et B, A et B, A et B
sont indépendants. on en conclut ici que :

(Xi = 0) et (Xj = 1), (Xi = 1) et Yj = 0), (Xi = 1) et (Yj = 1) sont indépendants.

∀(i, j) ∈
(
[[1, n]]

)2
/ i ≠ j, les variables Xi et Xj sont indépendantes.

Il en résulte que
n∑

i=1

Xi est la somme de n variables de Bernoulli, indépendantes, de même loi

(puisqu’elles ont même paramètre), donc

La variable
n∑

i=1

Xi suit la loi binomiale de paramètres (n, λn )

II−4)
La fonction exponentielle est convexe sur R puisque sa dérivée seconde, qui est égale à la
fonction exponentielle, est strictement positive sur R. Il s’ensuit que la courbe représentative
de la fonction exponentielle est au dessus de n’importe laquelle de ses tangentes. En
particulier, la courbe est au dessus de sa tangente au point de coordonnées (0, 1). L’équation
de cette tangente est y = exp(0)x+ exp(0), soit y = x+ 1.

∀x ∈ R, exp(x) ≥ x+ 1

P (Xi ≠ Yi) = 1 − P (Xi = Yi). La variable Xi suit une loi de Bernoulli, elle ne prend que deux
valeurs : 0 et 1.
P (Xi = Yi) = P ((Xi = 0 ∩ Yi = 0) ∪ (Xi = 1 ∩ Yi = 1))

= P (Xi = 0 ∩ Yi = 0) + P (Xi = 1 ∩ Yi = 1) par incompatibilité des événements

Or (Xi = 0 ∩ Yi = 0) = (Ui = 0 ∩ Yi = 0). Les variables Ui et Yi étant indépendantes, on a :

P (Ui = 0 ∩ Yi = 0) = P (Ui = 0)P (Yi = 0)

= (1− f(λn )) exp(−
λ
n )

= 1− λ
n calcul déjà fait au II−3)
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