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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2012

EDHEC VOIE S 2012

CORRIGE

EXERCICE I

1−a)

A2 =

 2 2 −2
2 2 −2
0 0 0

 , A3 =

 4 4 −4
4 4 −4
0 0 0


A3 − 2A2 = (0) ; le polynôme P = X3 − 2X2 est annulateur de A.

1−b)

P = X2(X − 2), donc spect(f) ⊂ {0, 2}

On constate, d’après la matrice A de f que f(e2) = −f(e3), donc e2 + e3 = (0, 1, 1)
appartient à Ker f .

0 est valeur propre de f

Notons, d’une manière générale, E(λ, f) le sous-espace propre de f associé à la valeur
propre λ.

• Déterminons Ker f = E(0, f). Soit u = (x, y, z) ∈ R3.

u ∈ Ker f ⇐⇒

 x+ y − z = 0
−x+ 3y − 3z = 0 L2 ←− L2 + L1

−x+ y − z = 0 L3 ←− L3 + L2

⇐⇒
{
x+ y − z = 0

y − z = 0
⇐⇒ x = 0, y = z

Ker f = E(0, f) = vect((0, 1, 1))

• Déterminons Ker(f − 2 Id). Soit u = (x, y, z) ∈ R3.

u ∈ Ker(f − 2 Id) ⇐⇒

 x+ y − z = 2x
−x+ 3y − 3z = 2y
−x+ y − z = 2z

⇐⇒

 −x+ y − z = 0
−x+ y − 3z = 0
−x+ y − 3z = 0

⇐⇒
{
−x+ y − z = 0
−x+ y − 3z = 0

⇐⇒ x = y, z = 0

Ker(f − 2 Id) = E(2, f) = vect((1, 1, 0))
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dimE(0, f) + dimE(2, f) = 2 ≠ dimR3 : l’endomorphisme f n’est pas diagonalisable

2)

Analyse : notons (u1, u2, u3) cette base B. D’après la lecture de la matrice T , on a :

f(u1) = 0, f(u2) = u1 et f(u3) = 2u3.

Nous prendrons u3 = (1, 1, 0) d’après la question précédente.

u1 ∈ Ker f ∩ Im f car u1 = f(u2).

Déterminons Im f. On vient de voir que Ker f = vect((0, 1, 1)) et dimKer f = 1. D’après le
théorème du rang, dim Im f = 2, donc Im f = vect(f(e1), f(e2)) = vect((1,−1,−2), (1, 3, 2))
puisque ces deux vecteurs sont libres, donc forment une base de Im f.

u = (x, y, z) ∈ Im f ⇐⇒ ∃ (a, b) ∈ R2 / u = a(1,−1,−2) + b(1, 3, 2). Cette égalité équivaut
successivement à : a+ b = x
−a+ 3b = y L2 ←− L2 + L1

−2a+ 2b = z L3 ←− L3 + 2L1 a+ b = x
4b = y + x
4b = z + 2x L3 ←− L3 − L2 a+ b = x
4b = y + x
0 = z − y + x

L’équation de Im f est donc x−y+z = 0. On remarque que le vecteur (0, 1, 1) appartient
à Im f , donc Ker f ⊂ Im f .

Ker f ∩ Im f = Ker f .

Prenons u1 = (0, 1, 1) et cherchons u2 = (x, y, z) / f(u2) = u1. Cette équation équivaut
successivement à : x+ y − z = 0
−x+ 3y − 3z = 1 L2 ←− L2 + L1

−2x+ 2y − 2z = 1 L3 ←− L3 + 2L2x+ y − z = 0
4y − 4z = 1
4y − 4z = 1{

x+ y = z

y = z + 1
4
⇐⇒

x = −1
4

y = z + 1
4

u2 = (−1
4
, z + 1

4
, z) avec z ∈ R

Synthèse :

Prenons donc u1 = (0, 1, 1), u2 = (−1
4
, z + 1

4
, z) et u3 = (1, 1, 0).

D’après l’analyse, on a f(u1) = 0, f(u2) = u1, f(u3) = 2u3. On aura répondu à la
question s’il existe une valeur de z telle que la famille (u1, u2, u3) forme une base de
R3 et pour cela il suffit qu’elle forme une famille libre.

Déterminons le rang de cette famille en considérant la matrice C de ces trois vecteurs
dans la bases Bc.

page 2 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
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C =


0 1

4
1

1 z + 1
4

1

1 z 0

 L2 ←→ L1

∼


1 z + 1

4
1

0 1
4

1

1 z 0


L3 ←− L3 − L1

∼


1 z + 1

4
1

0 1
4

1

0 1
4

−1


L3 ←− L3 − L2

∼


1 z + 1

4
1

0 1
4

1

0 0 −2


Cette matrice est de rang 3, donc la famille (u1, u2, u3) forme une base de R3.

Il existe une base (u1, u2, u3) de R3 dans laquelle la matrice représentative
de f est

T =

 0 1 0
0 0 0
0 0 2


On peut prendre u1 = (0, 1, 1), u2 = (−1

4
, 1
4
, 0) et u3 = (1, 1, 0)

3−a)
D’après la matrice A2,
Ker f2 = {u = (x, y, z) ∈ N3 / x+ y − z = 0}

= {u = (x, y, x+ y) ∈ R3 / (x, y) ∈ R2}
Ker f2 = vect((1, 0, 1), (0, 1, 1) ; d’après la question 1), Ker(f − 2 Id) = vect((1, 1, 0)).

On a dimKer f2 + dimKer(f − 2 Id) = 2 + 1 = 3. Déterminons Ker f2 ∩Ker(f − 2 Id).

Soit u ∈ Ker f2 ∩ Ker(f − 2 Id) ; f2(u) = 0 et f(u) = 2u, donc f2(u) = 2f(u) = 4u et par
suite 4u = 0, c’est-à-dire u = 0.

Les deux sous-espaces sont en somme directe, la somme de leurs dimensions vaut
3 = dimR3,

Ker f2 et Ker(f − 2 Id) sont supplémentaires dans R3

Remarquons que u1 et u2 appartiennent à Ker f2 car leurs coordonnées dans la
base canonique de R3 vérifient l’équation de Ker f2. Comme dimKer f2 = 2 et que ces
deux vecteurs forment une famille libre, on en déduit qu’ils forment une base de
Ker f2. Ker f2 = vect(u1, u2).

3−b)
• Supposons qu’il existe g ∈ L(R3) tel que g2 = f et soit u ∈ Ker f2, alors f2(u) = 0.

f2(g(u)) = g4(g(u)) (car on suppose que g2 = f)
= g(g4(u)) = g(f2(u))
= g(0) = 0

∀u ∈ Ker f2, g(u) ∈ Ker f2 : Ker f2 est stable par g.

La base B est celle trouvée dans la question 2−b) et vaut (u1, u2, u3) où
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