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Exercice 1
Soit fl'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique (e, ¢,,e,) de R? est :
(S |
A=|-1 3 -3
-2 2 2

On note Id 'endomorphisme identité de R?.

1) a) Calculer A2 et 4°, puis déterminer un polynéme annulateur de /.
b) En déduire les valeurs propres de /.
¢) L'endomorphisme fest-il diagonalisable ?

2) Trouver une base 8 de R’® dans laquelle la matrice de fest T =

oo O
(= R
NS O

3) a) Montrer que R® =Ker > ®Ker( f ~2Id).
b) On veut montrer qu'il n'existe pas d'endomorphisme g de R? vérifiant: g° = f .
On suppose pour cela qu'un tel endomorphisme existe.
Etablir que Ker /7 est stable par g puis montrer que la matrice de g dans la base @ est de la forme :

a a a
G=|b b b
0 0 ¢

En utilisant la matrice de f dans cette méme base, trouver une contradiction et conclure.
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4) Etude d'un cas plus général. On note Jd I'endomorphisme identité de R” (ot »n désigne un entier
nature] supérieur ou égal a 1) et on désigne par o un réel non nul.

a) On considére un endomorphisme # de R” et on suppose que : 4" = A",
Montrer que : R” = Ker 2" ® Ker(h—a Id).

b) Montrer réciproquement que, si un endomorphisme /2 de R” est tel que
R” =Ker#"” ®Ker(h-o Id),alorsona: i =a k",

Exercice 2
On considere une suite (X,),.y de variables aléatoires, définies sur un méme espace probabilisé
(Q, 4, P), indépendantes et suivant toutes la loi exponentielle de paramétre A (avec A > 0).
1) a) Donner, pour tout réel x strictement positif, une densité de —x X,,.
b) Montrer que l'on peut choisir comme densité de X, —x X, la fonction f'définie par :

A A 0

—e T8z
f(z): x+1

Lle‘“ siz=0

X+

¢) Onpose T= —;—(Y—'— et on admet que T est une variable aléatoire définie, eile aussi, sur (€2, A4, P).
0

Déterminer la fonction de répartition F; de la variable aléatoire 7.
2) On pose X = |_T _I +1,0u |_TJ désigne la partie entiére de 7. On admet également que X est

une variable aléatoire définie sur (§2, 4, P).
1
nn+l)
3) Pour tout entier naturel # supérieur ou égal a 1, on pose ¥, = Sup(X), ..., X;) et on admet que T,

Montrer que : Yre N*, P(X =n)=

est une variable aléatoire & densité définie sur (Q, 4, P).
a) Donner sans calcul une densité de —Xg.
b) Déterminer la fonction de répartition G, de Y, et en déduire une densité g, de 1.

¢) En déduire qu'il existe une densité &, de ¥,—X; telle que :

Vi <0, b ()= ——he™.
n+1

4) On note Z la variable aléatoire définie par Z = Inf {ke N*, X, > Xo} si cet ensemble n'est pas vide
et Z = 0 si cet ensemble est vide.
a) Etablir que, pour tout entier naturel nnonnul,ona: (Z>n) v (2 =0) = (¥, < Xy).

+oo ®
b) Montrer que (£ =0) = ﬂ (¥, £ X,), puis établir que P(Z=0) =0.
k=1
¢) En déduire que, pour tout entier naturel 7 non nul, les événements (X = n) et (£ = ) ont méme
probabilité.
5) Informatique.
a) Soit U/ une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [0, 1[.

On pose V =— %ln(l—U ) et on admet que V est une variable aléatoire. Déterminer la fonction de

répartition de ¥ en fonction de celle de U, puis en déduire la loi suivie par la variable aléatoire V.
b) Ecrire une fonction Pascal dont I’en-téte est "function z : real ;" qui simule la loi de Z.
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Exercice 3

On note E ’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal 4 2.

On note eg, e; et e; les polyndmes de E définis par : ¢g= 1, ¢, = X, & = X2,

On rappelle que @ = (e, €], e2) est une base de E.

On considére I’application f qui, & tout polynéme P de E, associe le reste dans la division par 1 +X°
du polyndme (1 -X+X2) P.

Ainsi, il existe un unique polyndme Q tel que :

(1-X+X1P = (1+X) 0+ f(P), avec deg(f(P)) < 2.

1} Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) a) Déterminer f{eo), f(e1) et fez) puis vérifier que f{eq) = - f(e1) = f(e2).

b) En déduire une base de Imf.

¢) Donner la dimension de Kerf ainsi qu'une base de Kerf.
3) a) Calculer f(P) pour tout polynéme P de Imf, puis établir que 3 est valeur propre de fet que :

Imf=Ker(f-3Id)

b) Montrer que fest diagonalisable.

4} On considére I’application ¢ de £xE dans R qui, a tout couple (P, Q) de polyndémes de E
2

associe le réel (P, Q) = Zakbk ,oll'onanoté P=ag+a X+ ay X* et Q=by+ b X+ by X2
k=0
a) Montrer que @ est un produit scalaire défini sur E.
b) Vérifier que Ker/fest le supplémentaire orthogonal de Im f'dans £ pour ce produit scalaire.
5) a) Vérifier que 3 est une base orthonormale pour le produit scalaire ¢.
b) Ecrire la matrice de £ dans la base @ puis retrouver le résultat de la question 4b).

Probléme

. . e
On admet gue, si une suite (#,)n>) converge vers £, alorsona: lim ”Z"k =,
n—>+wm B
k=1

Dans toute la suite, on considére une suite (x,) .. de réels positifs telle que la série de terme

général x, converge. Pour tout entier naturel # non nul, on note :

= N ﬂ—l.—_ c =
S, = éxk, T, ”+1kz=1:Sk et y,

2ix,

n(n + 1) i=l

. 1 & ]
1) a) Montrer que : YneN', )y, :TZ(rHl—z)xj.
k=1 n

i=1
En déduire que, pour tout nde N',ona: » y, =T,.

k=]
b) En utilisant le résultat admis au début de ce probléme, établir que la série de terme général y,

400 +00
converge etque: .y, = D X,
n=]

n=1

n Vn
2) Dans cette question, on pose, pour tout entier naturel # nonnul : z, = [kaJ .
k=1

On se propose de montrer que la série de terme général z, converge et que sa somme vérifie @

400 +a0
Zzn Sern.

n=1 n=1
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a) On admet que si une fonction fest concave sur un intervalle J, alors, pour tout entier naturel »

nonnul,ona: V(a,a,...,anel”, lZf(ak) Sf(lZak ).
= =

1
. " < 1 &
Montrer que : Vae N, V(a, a, ..., an) e (R,), {Hak} < ;Zak _
k=l
b} Justifier que, pour tout entier naturel n nonnul,ona: z, = (—t—l)g; [Hkka ”n.
B k=
En déduire que : Vne N, n—ﬂ v,.
(n I)UH n
¢) Montrer que, pour tout réel x positif, ona : In(t+x)<x.
d) En déduire que : YneN", (1 + lJn <e.
H
(n+ 1)"’ “

e) Etablir que, pour tout entier naturel » non nul, on a :

H(l ﬁ)

Montrer enfin que la série de terme général z, converge et que : Z z, <e Z X,
n=l

3) a) Montrer que, pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 2 et pour tout &k élément de

[[I, n——l]],ona: lln(-]-c-)s I(M)m] dx<ll [k+1j
n ki

n n n n
b) Calculer I’intégrale I ' Inxdx et en déduire que :

VneN,nz2, eled Zin(kj 14l Inn

nonig \n n n
i/
. . N k 1 g e
¢) Déterminer lim — Y In| — |, puis établir que : ~ -
n—>+0 1 j=| ] n' 1o p

4) On admet que si deux séries a termes positifs, de termes généraux équivalents, divergent, alors
leurs sommes partielles d'ordre m sont équivalentes lorsque m est au voisinage de +oo.

Soit N un entier naturel non nul quelconque. On considére une suite (x,, )neN. particuliere que l'on
1 .
. —sine|lLN
note (x,(N)), . définic par: x,(N)=1{n [ ]]
0 sinon

On pose, comme & la deuxiéme question : Vae N, z,(N) = [ka (N)]
. k=

+a0 +00 .
a) Ecrire > x,(N) et Y.z, (N) sous forme de sommes finies.

n=| n=1
EIZ (N)
b) En déduire que lim = —=¢.
Nt "i’; x, ( N)

-+o0 +
5) Conclure que e est la plus petite des constantes A telles que Z z, <A Zx,, .

n=l1 n=1
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CORRIGE

EXERCICE I

1-a)

2 2 -2 4 4 —4
A2=|2 2 —2|,3=[4 4 -4
00 0 0 0 0

A3 —2A?% = (0) ; le polynome P = X3 —2X? est annulateur de A.
1-b)

P=X?(X —2), donc | spect(f)C {0,2}

On constate, d’apres la matrice A de f que f(es) = —f(e3), donc ey + ez = (0,1,1)
appartient a Ker f.

0 est valeur propre de f
Notons, d'une maniere générale, E(), f) le sous-espace propre de f associé a la valeur

propre .
e Déterminons Ker f = E(0, f). Soit u = (z,y, z) € R3.
T+yY—=2 =0
ueKerf <= —ax+3y—3z =0 Lo<+— La+ 14
—I+y—2 =0 L3(—L3+L2
<:>{x+yz =0
y—z =0

=0 y==2

Ker f = E(0, f) = vect((0,1,1))

e Déterminons Ker(f — 21d). Soit u = (z,y,2) € R3.

rT+y—=z =2z
u€Ker(f—2Id) «<—=< —2x+3y—3z =2y
—x+y—z =2z

—r+y—3z =0

—z+y—2 =0 . B
{x+y32 o Tr=ve =0

—zx+y—2z =0
¢ —zz+y—3z =0

Ker(f —21d) = E(2, f) = vect((1,1,0))
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dim E(0, f) + dim E(2, f) = 2 # dimR? : ’endomorphisme f n’est pas diagonalisable

2)
Analyse : notons (uj,us,u3) cette base B. D’apres la lecture de la matrice T, on a :

f(ul) = 0, f(UQ) = Ul et f(U3) = 2%3.

Nous prendrons uz = (1,1,0) d’apres la question précédente.

up € Ker fNIm f car u; = f(uz).

Déterminons Im f. On vient de voir que Ker f = vect((0,1,1)) et dim Ker f = 1. D’apres le
théoreme du rang, dimIm f = 2, donc Im f = vect(f(e1), f(e2)) = vect((1, —1,-2),(1,3,2))
puisque ces deux vecteurs sont libres, donc forment une base de Im f.

u=(2,9,2) € Imf <= I(a,b) € R? / u=a(l,-1,-2) +(1,3,2). Cette égalité équivaut
successivement a :
a+b =z

—a+3b =Yy LQ(—L2+L1
72(14’217 =2z L3(7L3+2L1

a+b ==

b =y+=x

4 =z+2x L3<+— L3— Lo
a+b ==z

b =y+z

0 =z—-y+z

L’équation de Im f est donc z—y+2z = 0. On remarque que le vecteur (0,1, 1) appartient
a Im f, donc Ker f C Im f.

Ker fNIm f = Ker f.

Prenons u; = (0,1,1) et cherchons uy = (z,y,2) / f(u2) = u;. Cette équation équivaut
successivement a :

rT+y—=z =0
7I+3y732’ =1 LQ(—L2+L1
72x+2y722 =1 L3(‘L3+2L2

r+y—2z2 =0

dy—4z =
dy—4z =1
1
Tty ==z T =73
— 1l —

Uy = (—i,z—i—i,z) avec z € R

Synthese :

Prenons donc u; = (0,1,1), up = (_%’Z + %72) et uz = (1,1,0).
D’apres 'analyse, on a f(u;) = 0, f(u2) = ui, f(uz) = 2u3. On aura répondu a la
question s’il existe une valeur de z telle que la famille (uy,us,u3) forme une base de
R3 et pour cela il suffit qu’elle forme une famille libre.

Déterminons le rang de cette famille en considérant la matrice C de ces trois vecteurs
dans la bases B..
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1
0 i 1
1 z+1 1| LoD
1 z 0
1
1 Z+Z 1
0 g
L3<—L3—L1
z
1 oz+1 1
1
0 i 1
0 1 1 L3 <+— L3 — Lo
4
1 oz+4 1
1
0 1 1
0 0 -2

Cette matrice est de rang 3, donc la famille (uy,us,u3) forme une base de R3.

Il existe une base (u1,us,u3) de R?® dans laquelle la matrice représentative
de f est

0
T= 0
2

o O O
S O =

,0) et ug = (1,1,0)

[

On peut prendre u; = (0,1,1), up = (—%7

3-a)

D’apres la matrice A2,

Ker f?

={u=(2,9,2) eN?® o +y—2=0}
={u=(z,y,x+y) eR?® / (z,y) e R?}

Ker f2 = vect((1,0,1),(0,1,1) ; d’apres la question 1), Ker(f — 21d) = vect((1, 1,0)).
On a dimKer f2 + dim Ker(f — 21d) = 2 + 1 = 3. Déterminons Ker f2 N Ker(f — 21d).

Soit u € Ker f2NKer(f —21d) ; f2(u) = 0 et f(u) = 2u, donc f%(u) = 2f(u) = 4u et par

suite 4u = 0, ¢’est-a-dire u = 0.

Les deux sous-espaces sont en somme directe, la somme de leurs dimensions vaut

3 = dimR3,

Remarquons que u; et uy appartiennent a Ker f2 car leurs coordonnées dans la
base canonique de R? vérifient ’équation de Ker f2. Comme dim Ker f2 = 2 et que ces
deux vecteurs forment une famille libre, on en déduit qu’ils forment une base de

Ker f2? et Ker(f — 21d) sont supplémentaires dans R3

Ker f2. Ker f? = vect(uy, us).

3-b)

e Supposons qu’il existe g € £L(R?) tel que g2 = f et soit u € Ker f2, alors f2(u) = 0.
f*(g(w))  =g*(g(u)) (car on suppose que ¢* = f)

(9*(w) = g(f*(u))
(0) =0

Vu € Ker f2, g(u) € Ker f2? : Ker f2 est stable par g.

I
Q9 Q

La base B est celle trouvée dans la question 2—b) et vaut (uy,us,u3) ol
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