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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2010

EDHEC 2010 OPTION SCIENTIFIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1)

Les applications (x1, . . . , xn) 7→ 1
xi

pour i ∈ [[1, n]] sont de classe C2 sur U en tant

que fractions rationnelles dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc leur somme

(x1, . . . , xn) 7→
n∑

i=1

1
xi

est C2 sur U . L’application (x1, . . . , xn) 7→
n∑

i=1

xi est C2 sur U en

tant que fonction polynomiale, donc

la fonction fn : (x1, . . . , xn) 7→
( n∑

i=1

1
xi

) n∑

i=1

xi est C2

sur U en tant que produit de fonctions C2

2)

(x1, . . . , xn) est un point critique de fn ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]], ∂fn

∂xk
(x1, . . . , xn) = 0.

∂fn

∂xk
(x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

1
xi
− 1

x2
k

n∑

i=1

xi.

On obtient le système :




n∑

i=1

1
xi
− 1

x2
1

n∑

i=1

xi = 0

...
...

...
n∑

i=1

1
xi
− 1

x2
k

n∑

i=1

xi = 0

...
...

...
n∑

i=1

1
xi
− 1

x2
n

n∑

i=1

xi = 0

Il est immédiat que ∀k ∈ [[1, n]], x2
k =

n∑

i=1

xi

n∑

i=1

1
xi

car
n∑

i=1

1
xi

> 0.

Puisque les xi sont strictement positifs, cela implique ∀k ∈ [[1, n]], xk =

√√√√
n∑

i=1

xi

√√√√
n∑

i=1

1
xi
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Conclusion : les xk ont tous la même valeur. Notons a leur valeur commune, il vient

xk = a =
√

na√
n
a

. Cette fraction vaut a, donc la valeur de a n’est pas déterminée.

Nous venons de montrer que (x1, . . . , xn) ∈ U est un point critique de fn =⇒ ∃ a >
0 / ∀k ∈ [[1, n]], xk = a.

Synthèse : considérons (x1, . . . , xn) = (a, . . . , a) ∈ U,
∂fn

∂xk
(a, . . . , a) =

n∑

i=1

1
a − 1

a2

n∑

i=1

a = 0.

La fonction fn admet une infinité de points critiques : tous les points (a, . . . , a) ∈ U

3−a)

∂2fn

∂x2
k

(x1, . . . , xn) = − 1
x2

k

+ 2
x3

k

n∑

i=1

xi − 1
x2

k

= 2
x3

∑

i 6=k

xi

∂2fn

∂xj∂xk
(x1, . . . , xn) = − 1

x2
j

− 1
x2

k

pour j 6= k

Donc ∂2fn

∂x2
k

(a, . . . , a) = 2
a3 (n− 1)a =

2(n− 1)
a2

et pour j 6= k,
∂2fn

∂xj∂xk
(a, . . . , a) = − 2

a2

3−b)

Rappelons que Hn en un point (a, . . . , a) est la matrice appartenant à Mn(R) de terme

général ai,j =
(

∂2fn

∂xi∂xj
(a, . . . , a)

)

Hn =




2(n− 1)
a2

−2
a2 . . . . . . −2

a2

−2
a2

. . . . . .

...
. . . . . . . . .

−2
a2

. . . . . . . . .
−2
a2 . . . . . . −2

a2

2(n− 1)
a2




= 2
a2




n− 1 −1 . . . . . . −1

−1
. . . . . .

...
. . . . . . . . .

−1
. . . . . . . . .

−1 . . . . . . −1 n− 1




∀n ≥ 2, Hn = 2
a2 (nIn − Jn)
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