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Exercice 1

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction £, définie, pour tout (x1, xz, ..., X,) de I"ouvert U= 10, +oo[ ", par :

n 2] 11 1
FrGnx2, cnx) = (O x ) —) =@ttt x) (— + — L+ —).
i=1 i-1 X X, X, X

i n

1) Montrer que f, est de classe C* sur U.
2) Montrer que f, posséde une infinité de points critiques (ay, aa, ..., a,) et les déterminer.

3) a) Déterminer les dérivées partielles secondes de f,.

b) Vérifier que la hessienne H, de f, en un point critique quelconque de f, est proportionnelle a la
matrice K, = n I, — J,,, ou I, désigne la matrice unité de M,(RR) et J, la matrice de M,(IR) dont tous les

éléments valent 1.

4) a) Déterminer le rang de J,. En déduire que 0 est valeur propre de J, et déterminer la dimension

du sous-espace propre associé.

b) Vérifier que le vecteur v,, ¢lément de M, (IR), dont tous les éléments sont égaux a 1, est un

vecteur propre de J.
c¢) A I’aide des questions précédentes, donner les valeurs propres de J,, puis celles de K.

d) Montrer que I’on ne peut pas, de cette fagon, conclure a I’existence d’un extremum local de f,

sur U.
5) Etude du cas n =2

a) Comparer les réels (x; +x7) 2 et 4 x1x,.
b) En déduire que f; admet sur ]0, +oo[ x ]0, +oo[ un minimum global et donner sa valeur.
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6) Etude du cas général.

On considere ’espace euclidien R " muni de son produit scalaire canonique. En appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a deux vecteurs bien choisis de R ", montrer que f, admet un
minimum global sur U, égal a n°.

Exercice 2

On se place dans un espace euclidien £ de dimension n, ot n désigne un entier naturel supérieur ou
égal a 2.

Le produit scalaire des vecteurs x et y de E est noté (x / y ) et la norme de x est notée || x ||.

On désigne par Id I’endomorphisme identique de E.

On considere un vecteur # de E dont la norme est égale a 1, un réel A non nul et on note f;
I’application qui, & tout vecteur x de E associe f,(x) =A(x/u )u +x.

1) Donner la dimension de (vect(u))*.

2) Montrer que f; est un endomorphisme de E.
3) Montrer que le polyndme X2 — (A+2)X + (A+1) est un polyndme annulateur de S

4) a) Montrer que f; est un endomorphisme symétrique de E.

b) Déterminer f; () et f; (v) pour tout vecteur v de (vect(u))*.

¢) Etablir alors que f; posséde deux valeurs propres distinctes et donner les sous-espaces propres
associés a ces deux valeurs propres.

5) Dans cette question on suppose que A =—1.
a) Vérifier que /) est un projecteur.
b) Montrer plus précisément que £ est le projecteur orthogonal sur (vect(x))".

Exercice 3

Dans cet exercice, a désigne un réel strictement positif.
On considére deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace probabilisé (Q2, A4, P),

indépendantes, et suivant toutes deux la loi uniforme sur [0, a[.
On pose Z = |X-Y| et on admet que —Y, X— Y et Z sont des variables aléatoires a densité, elles aussi

définies sur ’espace probabilisé (Q, A4, P).

1) a) Déterminer une densité de —7Y.
b) En déduire que la variable aléatoire X — Y admet pour densité la fonction g définie par :

a-|x|
glx)= a’
0 sinon

si xe[-a, a]

On note G la fonction de répartition de X-Y.

2) a) Exprimer la fonction de répartition H de la variable aléatoire Z en fonction de G.
b) En déduire qu’une densité de Z est la fonction 4 définie par :

2(a—x)
h(x) = a’
0 sinon

si xe[0, a]

3) Montrer que Z posséde une espérance et une variance et les déterminer.
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4) Simulation informatique.
On rappelle qu’en Turbo Pascal, la fonction random permet de simuler la loi uniforme sur [0, 1].
Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle retourne a chaque appel un nombre réel
choisi selon la loi de Z.

Function z (a : real) : real ;

Var x,y:real;

Begin

X:= sy = 2= mmmn ;

End ;

Probléeme

Préliminaire : un résultat utile pour la partie 2.

k+1
1) a) Montrer que, pour tout k de IN¥ on a :
e

b) En déduire que, pour tout entier naturel » supérieur ou egal a2,ona:

2) Montrer enfin que :

Vel 240 —2< Y = <240 1.

Partie 1 : convergence compléte.

1) Soit une suite (X,).>1 de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q2, 4, P) et une
variable aléatoire X, elle aussi définie sur cet espace probabilisé.

On suppose que la suite (X,) converge complétement vers X, c’est-a-dire que, pour tout réel ¢
strictement positif, la série de terme général P( |X,, — X | > € ) est convergente.

Montrer que la suite (X,,) converge en probabilité vers X.

2) On se propose dans cette question d’étudier un exemple montrant que la réciproque de cette
propriété est fausse.
Pour ce faire, on considére une suite (Y,).»; de variables aléatoires définies sur un espace
probabilisé (2, 4, P), indépendantes et suivant toutes la loi de Poisson de parametre —

n

a) Déterminer la probabilité P(Y, > 1).
1

b) Soit € un réel strictement positif. Montrer que : Ve > 0,0 < P(Y,2¢)<1—-e ".

¢) En déduire que la suite (Y,) converge en probabilité vers la variable aléatoire nulle.

d) Utiliser la valeur de P(Y, > 1) pour en déduire que la suite (¥,) ne converge pas completement
vers la variable aléatoire certaine nulle.

Partie 2 : étude d’un exemple.

Dans cette partie, on considére une suite (By)i-1 de variables aléatoires, toutes définies sur le méme
espace probabilisé (Q2, 4, P), et telles que, pour tout entier naturel k& non nul, By suit la loi de

. . 1 . o \
Bernoulli de paramétre —. On suppose que les variables aléatoires By sont deux a deux

NG

indépendantes.
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u S
Pour tout entier naturel » non nul, on pose S, = Z B, etZ,= é’ ) et on admet que les variables
k=1 "

aléatoires S, et Z, sont, elles aussi, définies sur (€2, 4, P).

On se propose, dans les questions 1) et 2), de montrer que la suite (Z,) converge en probabilité vers
la variable aléatoire certaine égale a 1 et, dans les questions suivantes, de montrer que la suite (Z,)
converge complétement vers cette méme variable.

1) a) Pour tout » de IN* donner sous forme de sommes les expressions de E(S,) et V(S,).
b) Vérifier que V(S,) < E(S,).

2) a) Montrer que P( |Z,~1|2¢)< —2——1———
e"E(S,)

b) Etablir que la suite (Z,) converge en probabilité vers la variable aléatoire certaine égale a 1.

3) A I’aide de I’inégalité établie a la question 2a) de cette méme partie, montrer que la série de
terme général P(|Z , —1|2 ¢ ) est convergente.

1

4) On désigne par e, la partie entiére de n ! ,eton adonc: eﬁ <n<(e,+ 1)4 .

S e S(e +1)*

a) Montrer que, pour tout nde N ona: ———— <7, < ———.

EQS,, ;) E(S,)
(e,+1) e,
. E(S,) 2

b) En déduire que, pour tout nde N\ ona: ———~72 , <2, < ———— oy

E(S, ) @ ES ) @D
(ell+l) ell
E (S(e,,+1)“ _

5) a) Etablir que lim
ns+0 F (Se 4)
b) En déduire que, pour tout réel ¢ strictement positif et pour » assez grand, on a :

ES. ) E(S )
e g et @y 2te
E(S.,) E(S, ) 20+8)

¢) Montrer que, pour tout réel & strictement positif et pour » assez grand, on a :

&
(Zisl1-e)c(Z,-1 <—e¥)et(Z,21+¢)( Z =12 5)'

d) En déduire alors que, pour tout réel € strictement positif et pour » assez grand, on a :

P(|1Z,-1|2e)<P(| Z —1|2§)+P(|Ze4—11282).

(e, +D)*

e) Conclure qu’effectivement, la suite (Z,) converge completement vers la variable aléatoire
certaine égale a 1.

4/41

Extrait gratuit de document, le document original comporte 16 pages.



EDHEC 2010 option scientifique 1

EDHEC 2010 OPTION SCIENTIFIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1)
Les applications (z1,...,2,) — l pour i € [1,n] sont de classe C? sur U en tant
que fractions ratlonnelles dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc leur somme
(T1,...,2,) — Z 7. ost C? sur U. L’application (z1,...,2,) — Za:z est C2 sur U en

=1 =1
tant que fonction polynomiale, donc

la fonction £, : (21,...,2, (Z )le est C?

sur U en tant que produit de fonctlons 02

2)
. - Ofn
(71,...,2,) est un point critique de £, <= Vk € [1,7], I (x1,...,2,) =0.
k
Ofn Z" 11 Z"
&Ek(xl,...,xn): E—E €Zj.
i=1 i=1

On obtient le systeme :
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Il est immédiat que Vk € [1,n], 22 = =1— car Z I% > 0.

Zx%

i=1

Puisque les z; sont strictement positifs, cela implique Vk € [1,n], = =
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Conclusion : les z; ont tous la méme valeur. Notons a leur valeur commune, il vient

TR =a= \/f. Cette fraction vaut a, donc la valeur de a n’est pas déterminée.
N
Nous venons de montrer que (zi,...,7,) € U est un point critique de f, = Ja >
0/Vke[l,n], z =a.
n n
Synthese : considérons (xq,...,z,) = (a,...,a) € U, gﬁ(a,...,a): é—% a=0.
Tk =1 a =1

La fonction f, admet une infinité de points critiques : tous les points (a,...,a) € U

3-a)
f 1,2v 1
n(xlu 7xn) - T 5 3 Xy
a2 ap @ ; "
2
-2%.
ik
9% fn 176 1 ,
6xj8mk(x1’ ) = 22 pour j#k
3 k
2 _
Donc %f; (a,...,a) = %(n —1a = 2n 5 D
xy, a a
‘ 9% fn 2
et pour j #k, 8333»6%(&"”’&) =3
3-b)

Rappelons que H,, en un point (a,...,a) est la matrice appartenant a M,,(R) de terme
2
général a; ; = ( 0" frn (a,.. .,a))

89@-8;@-
2(n—1) -2 —2
=2
a2
H, =
=2
CL2
=2 -2 2n-1)
a2 a2 a2
n—1 -1 -1
-1
— 2
a2
-1
-1 -1 n-1
_ 2
vn >2, H, = 5(nl, —Jn)
a
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