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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2008

EDHEC VOIE 2008 VOIE S

CORRIGE

EXERCICE NUMERO I

1)
Soit λ ∈ R ; λ est valeur propre de A si et seulement si la matrice A − λI n’est pas
inversible.

A− λI =
(−λ −1

y 2x− λ

)
L2 ←− L2 + (2x− λ)L1

∼
( −λ −1

P (λ) 0

)
où P (λ) = y − λ(2x− λ) = λ2 − 2λx + y

Donc A− λI n’est pas inversible si et seulement si λ2 − 2λx + y = 0.

∆ = 4x2 − 4y = 4(x2 − y)

• Si ∆ = 0, P (λ) admet une unique racine réelle λ = x, donc A admet une
seule valeur propre x. La matrice A est diagonalisable si et seulement si elle est

semblable à la matrice
(

x 0
0 x

)
= xI. Cela veut dire qu’il existe une matrice inversible

C ∈ M2(R) telle que A = P (xI)P−1 = xI (c’est un calcul classique). En résumé, A est

diagonalisable si et seulement si elle vaut
(

x 0
0 x

)
. On se rend compte que cela est

impossible.

• Si ∆ > 0, alors A admet deux racines réelles distinctes, donc elle sera diagonalis-
able (condition suffisante).

A est diagonalisable dans M2(R) si et seulement si x2 − y > 0

2−a)
Soit t ∈ R.

Si t < 0, alors l’événement (X2 ≤ t) est impossible, donc P (X2 ≤ t) = 0

Si t ≥ 0, alors (X2 ≤ t) = (−√t ≤ X ≤ √
t) .

P (X2 ≤ t) = P (−√t ≤ X ≤ √
t)

= FX(
√

t)− FX(−√t)
= FX(

√
t) car X(Ω) ⊂ R+

* Si t > 1,
√

t > 1, donc FX(
√

t) = 1

* Si 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ √
t ≤ 1, donc FX(

√
t) =

√
t

En résumé : FX2(t) =

{
0 si t < 0√

t si 0 ≤ t ≤ 1
1 si t > 1

On prendra pour densité de X2, fX2(t) =

{ 0 si t 6∈ ]0; 1[
1

2
√

t
si t ∈ ]0; 1[

page 1 Jean MALLET c© EDUKLUB SA
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2−b)
−Y (Ω) = [−1; 0] ;

∀t ∈ R, F−Y (t) = P (−Y ≤ t) = P (Y ≥ −t)
= 1− P (Y < −t) = 1− P (Y ≤ −t) car Y est une variable à densité

• t < −1 ⇐⇒ −t > 1, donc P (Y ≤ −t) = 1 : F−Y (t) = 0

• −1 ≤ t ≤ 0 ⇐⇒ 0 ≤ −t ≤ 1, donc P (Y ≤ −t) = −t et F−Y (t) = 1 + t

• t > 0 ⇐⇒ −t < 0, donc P (Y ≤ −t) = 0 et F−Y (−t) = 1

F−Y (t) =

{
0 si t < −1
1 + t si −1 ≤ t ≤ 0
1 si t > −1

: −Y suit la loi uniforme sur [−1; 0]

2−c)
Les variables X et Y sont indépendantes, donc X2 et −Y le sont aussi. De plus
leurs densités sont bornées (il en suffit d’une), donc on peut appliquer le produit de
convolution à X2 + (−Y ).

∀x ∈ R, fZ(x) =
∫ +∞

−∞
fX2(t)f−Y (x− t)dt

=
∫ 1

0

fX2(t)f−Y (x− t)dt (car 2(Ω) = [0; 1])

=
∫ 1

0

1
2
√

t
f−Y (x− t)dt

On peut remarquer que cette intégrale converge puisque
∣∣∣ 1
2
√

t
f−Y (x− t)

∣∣∣ ≤ 1
2
√

t

f−Y (x− t) 6= 0 ⇐⇒
{−1 ≤ x− t ≤ 0

0 ≤ t ≤ 1

⇐⇒
{

x ≤ t ≤ x + 1
0 ≤ t ≤ 1

⇐⇒ max(0, x) ≤ t ≤ min(1, x + 1)

• x ≥ 0 =⇒ x ≤ t ≤ 1 =⇒ x ≤ 1 ; on a donc : 0 ≤ x ≤ 1
∫ 1

0

1
2
√

t
f−Y (x− t)dt =

∫ 1

x

dt
2
√

t

=
[√

t
]1

x

= 1−√x

• x ≤ 0 =⇒ 0 ≤ t ≤ x + 1 =⇒ x + 1 ≥ 0 ; on a donc : −1 ≤ x ≤ 0
∫ 1

0

1
2
√

t
f−Y (x− t)dt =

∫ x+1

0

dt
2
√

t

=
[√

t
]x+1

0

=
√

x + 1

En résumé, fZ(x) =

{√
x + 1 si x ∈ [−1; 0]

1−√x si x ∈ [0; 1]
0 ailleurs

2−d)
La matrice M sera diagonalisable dans M2(R) si et seulement si Z > 0

P (Z > 0) =
∫ 1

0

fZ(t)dt =
∫ 1

0

(1−
√

t)dt = 1− [2
3 t

3
2
]1
0
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