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OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES II CCIP_M2_s

Lundi 10 mai 2010, de 8 h. 4 12 h.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités d encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule l'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de |'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble Etre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené d prendre

Dans tout le probléme :

e toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un espace probabilisé (€2, 4, P) ;

e pour tout réel t > 0, X; désigne une variable aléatoire & valeurs strictement positives qui suit la loi gamma
de parameétre t, notée y(t) ;

e U désigne une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur |0, 1] ;

e ’espérance et la variance d’une variable aléatoire A sont notées respectivement E(A) et V(A);

e la notation exp désigne la fonction exponentielle de base e .

On rappelle ou on admet sans démonstration les résultats suivants :

+o00
e la fonction I' définie pour tout réel ¢t > 0 par I'(t) = / e “u'"ldu, est de classe C*° sur R**; on note I
0 +o00
et I' les dérivées premiére et seconde de la fonction I'. Pour tout réel ¢ > 0, les intégrales / (Inw)e “ut"du
0

+o00
et / (Inw)%e~*u'~'du sont convergentes et valent respectivement I"(t) et I''(t);
0

e on a pour tout réel t > 0 : I'(t + 1) =¢I'(t) ;

1 -z t—1 :
e pour tout réel ¢t > 0, une densité fx, de X; est donnée par : fx,(z) = { I‘(t)e r siz>0 ;
0

siz<0
e I'(1/2) = /7.
L’objet du probléme est de démontrer quelques propriétés de la fonction T' en utilisant des méthodes
essentiellement probabilistes.

Partie I. Quelques résultats préliminaires
n

1 .
1. On pose pour tout n de N* : h,, = E % On consideére les deux suites (Yn)n>1 €t (Un)n>1 définies par :
k=1
pour tout n de N*, v, = h,, —Inn et v, = Y41 — Vn-
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a) Montrer que la série de terme général v,, est convergente.
b) En déduire la convergence de la suite (v,)n>1 ; On note - sa limite.
c) On pose pour tout réel t > 0 : dn s =+ In(t + n) — hy. Déterminer lim dp ;.

n—-+oo
2. a) Rappeler sans démonstration les valeurs respectives de E(X;) et V(X;).
b) On note pour tout réel ¢ > 0, ¥(t) = I''(¢)/I'(t), et ¥’ la dérivée de . Montrer que E(In(X;)) = 9(t) et
V(In(Xy)) = ¢'(¢t).
3. a) Montrer que pour tout réel t > 1, E(1/X;) existe et calculer sa valeur.

, . ) 1
b) Etablir pour tout réel x > 0, ’encadrement : 1 — p <lhhzr<z-1.

2
En déduire que l'on a : (Inz)? < (1 - %) + (z —1)%

c¢) A l’aide des questions précédentes, établir les inégalités suivantes : pour tout réel ¢ > 0, E { In Tt <0;

X 1 X
pour tout réelt > 1, E (ln (——E)) > i =1 ; pour tout réel t > 2, E (ln2 (f)) < ({:2%)—2_

X
d) Soit ¢ un réel fixé strictement positif. Montrer que la suite de variables aléatoires (ln ( t+n))
n>1

t+n
converge en probabilité vers 0.
4. Soit (An)n>1,(Bn)n>1 €t (Cr)n>1 trois suites de variables aléatoires & densité qui convergent en probabilité
vers 0. On pose pour tout n de N* : D,, = A,, + B,, + Cy,. Soit (un)n>1 une suite réelle qui converge vers wu.
On considére deux variables aléatoires réelles & densité M et N telles que pour tout n de N*, M est de méme
loi que N + D, + un,.
a) Montrer pour tout réel &€ > 0, 'inclusion : [|D,| > €] C [|An| > €/3]U[|Bn| > /3] U [|Cy| > €/3].
En déduire que la suite (Dp)n>1 converge en probabilité vers 0.
b) On pose pour tout n de N* : V,, = Dy, + u,, — u. Montrer que la suite de variables aléatoires (V)n>1
converge en probabilité vers 0. En déduire la limite en probabilité de la suite (N + u) + Vi)n>1.
¢) On admet sans démonstration que la convergence en probabilité entraine la convergence en loi.

Montrer que les variables aléatoires M et N + u sont de méme loi.
5. Soit (a, 3) un couple de réels strictement positifs, et X, et X3 deux variables aléatoires indépendantes de
X, I'(a)r
lois respectives y(a) et y(3). On pose : To,p = X—:, Qa,p =In(Typ) et B(a,B) = FL(ZZ-_*_—(%).

a) Préciser Q4 (). Déterminer une densité de In(X,) et de —In(X3) respectivement.
b) En déduire qu’une densité fq, , de Q. 3 est donnée par : pour tout réel z,

—Bz 400
fQas(T) = F(Z)—I‘(BS /_ el*tPvexp (—e¥(1+e77)) dy

¢) A laide du changement de variable u = e¥(1 + e~%), dont on justifiera la validité, établir la formule
eam

1
B(aB) "« (L+ex)*t8

suivante : pour tout x réel, fo, ;(z) =

d) En déduire une densité fr, , de Ty s.

e) On pose : Jo g = X——:-)—(; Montrer qu’une densité f;, , de Ju g est donnée par :
«
0 si z ¢]0,1{
f1a5(2) = -———1 22711 —2)8"1 siz€]o,l
Bap) 7 o

Partie II. Etude de la variable aléatoire In(X;)
Soit (Yx)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi exponentielle de parameétre 1. On
suppose que pour tout réel a > 0, X, est indépendante de chacune des variables aléatoires de la suite (Yi)k>1-
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k
On pose : Sy = 0 et pour tout k£ de N*, S} = ZY,-.
i=1
6. Rappeler sans démonstration la loi de Sk ainsi que les valeurs respectives de E(Sk) et V(Sk).
X+ Sk—1
X: + Sk
b) Montrer que pour tout entier m de N*, la loi de X; + Sy, est celle de Xy,

7. a) Justifier pour tout n de N*, I’égalité suivante : In(X;) = In (H + In(X; + S,).

On admet jusqu’a la fin du probléme les résultats suivants :

e soit n un entier de N* et A, ..., A, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes. Alors, pour
tout p de [1,n — 1], pour toutes fonctions réelles 1 et o continues, les variables aléatoires ¢1(A1,...,Ap) et
02(Ap+1, - - ., Ayp) sont indépendantes ;

e si A et B sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une espérance, alors AB admet une espérance
et E(AB) = E(A)E(B);
e pour tout couple (e, 3) de réels strictement positifs, si les variables aléatoires X, et Xz sont indépendantes,

de lois respectives y(a) et (), alors les variables aléatoires E(X—X et X, + X sont indépendantes.
B
X+ Sk—1
8. On pose pour tout k de N* : Ry p, = ————
pose p bk Xt + Sk

a) Montrer que R;,; et R 2 sont indépendantes. On admet dans la suite que les variables aléatoires R; x(k > 1)
sont indépendantes.
b) En déduire a ’aide des questions précédentes que pour tout n de N*, les variables aléatoires In(X;) et
n

Zln(Rt,k) + In(X;4n) sont de méme loi.
k=1
9. a) Déterminer la loi de la variable aléatoire —InU.
b) A Paide de la question 5.e, calculer une densité fg,, de la variable aléatoire Ry k.
c) Soit (Ug)k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que U. Montrer que pour tout &

l
de N*, les variables aléatoires R; x et Uk ! sont de méme loi.
d) Déduire des questlons precedentes que pour tout n de N*, la variable aléatoire In(X;) est de méme loi que

la variable aléatoire Z ( P :fi‘;) +1In (f_f;) +dn;—7.

10. En utilisant les resultats des questions 1.c,2.b,3.c et 9.d, montrer que pour tout réel t > 0, on a :

E(In(X,)) = ¥(t) = —y + g (k‘ﬁ - H—k) et V(In(X;)) =¢'(t) = Z (@ k)z

11. En utilisant la question 3.c, calculer . ligloo(z/)(t) —Int).

12. On pose : W = U'/#, ot u désigne un paramétre réel strictement positif inconnu. Afin d’estimer u, on

considére pour p supérieur ou égal & 3, un p-échantillon (W1, W, ..., W) i.i.d. de la loi de W.
-1

P
On pose : Gp = —p (Z InW; | . Justifier que la variable aléatoire G, est un estimateur du parametre .

i=1
Est-il sans biais ? Est-il convergent ?

13. On rappelle que ’appel & la fonction Pascal random a pour résultat un nombre de type real pris au hasard
dans lintervalle [0, 1].
a) Soit X la fonction Pascal suivante :
function X(lambda : real) : real;
begin
X := -1n(i-random)/lambda

end ;
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Cette fonction simule une variable aléatoire réelle. Donner sa loi. Justifier votre réponse.
b) Ecrire une fonction Pascal d’en-téte g(n : integer) : real simulant une variable aléatoire de loi y(n).
¢) Soit m la fonction Pascal suivante :
function m(p : integer) : real;
begin
= p/g(p)
end ;

On appelle la fonction m pour différentes valeurs de p de plus en plus grandes. Que devrait-on constater ?

Partie III. Quelques propriétés de la fonction I'
Les notations sont celles des parties I et II.
14. Premiére application : les formules de Wilks et Legendre.
a) Soit (ak)ken une suite réelle. Pour tout n de N* et tout réel ¢ > 0, établir ’égalité :

2n—1 1 ax n—1 1 aok n—1 1 Aok n—1 1 1
2 . 2 T b 02k _+ +2 9 _+r

k=0

n—1
. 1 1 ] . 1
b) Exprimer w, = ,;= (Em T 2) en fonction de deux termes de la suite (hn)n>1. En déduire que

lim w, =1ln2.
n—-+00

c) Pour t > 0, soit X; et X, 3 deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives (t) et y(t + 3).
En utilisant les questions 4 et 9.d, montrer que la variable aléatoire 2In(X;) est de méme loi que la variable
aléatoire In(X¢ ) + In(Xe41) +2In2.

d) On pose : t = 2s. Déduire de la question précédente que pour tout réel r > 0, (X25)%" et 227 (X,)" (X, ! )
sont de méme loi.

e) En choisissant une valeur particuliére de s, établir pour tout r > 0, la formule :

2r=10 ()T (r + -;-) — T2r)V/7

15. Deuxiéme application : la formule de Stirling. ; p
. . , , ) 1 a c
a) Déterminer quatre réels a, b, ¢, d tels que pour tout réel u > 0,on a: m = -u—2+ W 1)? +E+ el
11 1 1
édui 1 jon: Y/ (t)=-+-—5+= .
En déduire pour tout ¢t > 0, la relation : 9'(t) n + 52 + 3 kE:O CT R+ k+ 1)

On admet sans démonstration que pour tout v >0, on a :

1 1 1 1 < _1_ (l _ 1 )
3\(u+ )P (u+)3 uz(u +1)2 T3\ (u+1)
b) Déduire des deux résultats précédents, pour tout ¢ > 0, les deux encadrements :
1 1 1 1 1 1 1 1
Syt t Int — — — — <P@t)<Int— — - ————
% T8t 57 VO -3<sptgpet bt g E VOS5 - orr Iy
En déduire un equlvalent de E(ln(Xt)) et de V(In(X})) respectivement, lorsque t tend vers +o0o.

c) Calculer pour tout y vérifiant y > ¢t > 0, 'intégrale : / ( (z) — In(z) + ) dz.
t

r ..
Montrer pour t fixé, ’existence de lim In (—-—Lly)—) ; on note @ cette limite.
y—+oo yy_'ie"!l
1

T —T
- 1+ L , valable pour z > 0, calculer el.
2 2z

En déduire que I'(z) est équivalent & 27m:$‘§e"”, lorsque z tend vers +oo0.

d) En utilisant la question 14.e et I'identité : ¥ = (.’z +
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HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 1

HEC-ESCP OPTION SCIENTIFIQUE : MATH 11

CORRIGE

Partie I : quelques résultats préliminaires

1-a)
VYneN* v, =hpt1 —In(n+1)—h,+Inn
__1 1
=011 —In(1+7)
1 1 1
=1 1 pa+d
n 1 n
142
Faisons un développement limité & I'ordre 1 de —1 T en % et un développement a
1+ n

I'ordre 2 de In(1 + %)-

v =2 -Lgody - Lo

1 1 /1 1
=752 w (7) +0(p)
1 1
= g0 o)
Conclusion : v, ~ —%
(+0) 21

La série de terme général —2—12 est convergente (multiple de la série de Riemann %) ;
n n

par équivalence des séries de signe constant (ici négatives),| la série > v, est convergente

1-b)
n—1 n—1 n—1

Soit n > 2, ka = Z(%H — %) =T —m ; donc vy, = ka + M-
k=1 k=1 k=1

Remarque : pour n =1, la somme vaut 0, on retrouve ~; = ~;.

n
La série E vy, converge équivaut a ( E vk> converge, donc| (yn)n>1 €St convergente
n>1
n>1 k=1 -

Remarque : peut-étre avons-nous redémontré un résultat du cours car la série

Z(%H —7,) est appelée série associée a la suite (y,) et on "sait” que la suite et la

série sont de méme nature.

1-c)

dpy =7+In (n(l n %)) — hy,
=~v+lnn+In(l+ %) — hy,

== +In(1+ L)
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2 HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique

: _ L ty_ : _
( lim (v 'yn)—ngrfooln(l—ﬁ—n) 0):> lim d,;=0

n——+oo n—-+oo

2-a)
D’apres le cours E(X;) = V(X;) = t.
2-b)

o= T8

Remarquons que v est continue, dérivable sur |1, 4+o0o[ d’apres le préambule.

e D’apres le théoreme du transfert, sous réserve de convergence de 'intégrale,

+oo
E(In(X,)) = ﬁ/@ (Inw) exp(—u)u'~'du  (cette intégrale converge d’apres le préambule)
_ '@

=T

E(In(X)) = ()

400
L/ (Inu)? exp(—u)u'~'du converge, on peut
() Jo

donc appliquer le théoreme du transfert.

e D’apres le préambule, I'intégrale

+oo "
B(In(X0)*) = g5 / (10 ) exp(—u)u"'du = = ((f))-

On en conclut que V(In(X;)) existe puisque les moments d’ordre 1 et 2 existent et,
d’apres la formule de Koéenig-Huyghens,

2
V(X)) = E((n(X.)?) - (E(n(X,))

50 (cl

—~

V(In(Xy)) = ¢'(t)

3-a)
1 . . - oo
L’espérance E() existe si et seulement si l'intégrale / % fx, (u)du est convergente.
t 0
! 1 [ >
= _ = i t—
Or /o 7 fx, (u)du 0] /0 exp(—u)u'"*du.
+oo
L’intégrale / exp(—u)u®du converge si et seulement si a > —1 et alors elle vaut
0
Ia+1).
. . Ve . N . 7/ +Oo
Ici, t > 1 ce qui équivaut a t —2 > —1. L’intégrale / exp(—u)u'~?du converge et vaut
0
ot —1).
, , 1 . 1, _re-1_ 1
En résumé, E(Xt) existe et E(Xt) =rw i1
d’apres la relation rappelée dans le préambule.
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HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 3

3-b)
Vx>0, Inz <z —1 est due a la concavité de la fonction In.
1 <lnz < —lnz < l e ln(%) < % —1. C’est aussi une inégalité de concavité.

Ve>0,1-1<mz<a-1  (0)

e Sio<z<l, alorsl—%godemémequelnx;

1 2 1 1

l-72<lhz<0=1In xS(l—E)QS(l—E)Z—F(I—l)Q
——

>0

e Siz>1,alorslnz >0 ainsi que z -1 ;

0<he<(z—1)=m?e<(z-1)2<(z—1)2+(1- 1)
———

>0

Vo >0, In’z < (z—1)2+ (1 1)

3-c)
e La variable X, prend ses valeurs dans R%, donc % également pour ¢ > 0.
L’encadrement précédent (0) s’applique

X < X

1 X _ Xy _t At
Xt<1nt<t —1<=1 Xt<1n 7

t

Sous réserve d’existence des espérances et par positivité de I'espérance,

X; X,

E(lf—)<E( )<E(—7).

X
D’apres le théoreme du transfert, sous réserve de convergence

E(In Xt) =L +O<in Y exp(—u)u' " du = 1 +O<inuexp(—u)ut_1du—ln—t +(Xzaxp(—u)ut_ldu.
E2T@) Sy I'(t) Jo I'(t) Jo

+oo

D’apres le préambule, les intégrales / Inwexp(—u)u'~'du et / exp(—u)u'~'du con-
0

vergent pour ¢ > 0.

Donc E(In Xy =*) existe
E(X%) existe pour ¢t > 1 d’apres 3—a), donc E(1 — K) existe également et elle vaut

ot 1

1
1-1B(x) = 1- gty = — 1

E(X;) existe pour t > 0, donc E(% —1) existe et elle vaut % —1=0.

Xt ) > -1

X)) <oet ves1, Bin(Ft

e De l'encadrement : Vz >0, n*z < (z —1)2 < (z — 1)+ (1 — %)2, on déduit

X X
() < (=) +(F - 1)
2, Xy t? X2 Xt
1n(t)<1—27t+—+t—2+1—2 (1)
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4 HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique

e D’apres le théoreme du transfert et sous réserve d’existence

X, e -
E(In? Tt):ﬁ/o In? texp( w)u'tdu

Or

2

2
In :(lnu—lnt)) =In’u—2lnulnt+In%t donc

u
t
1

In? % exp(—u)u! ™t =In?wexp(—u)u! =t — 2Inulntexp(—u)ut~! + In®t exp(—u)ul !

+oo —+00

Les trois intégrales / In? wexp(—u)u'~Ldu, / Inwexp(—u)u'"'du et / exp(—u)u' " du
0 0

convergent d’apres le préambule, donc

—+oo
E(In? %) existe et vaut = ﬁ/ In? ?exp(—u)utfldu
0

+oo
. E(%) existe <:>/ 2exp( wu'"'du  converge
t

= / exp(—u)u'"3du  converge

«—t—-3>-1 Cest-a-dire | t>2

I(t) I(t)
Orr@)=(t-1)I({t—-1)=(t-1)(t—-2)(t-2), donc

+oo
Dans ces conditions, E(X2) L/ exp(—u)u'3du = =L T(t - 2).
0

E(X%):m

o E(Xi) existe si et seulement si ¢ > 1
t

e Les deux autres espérances ( celles de X; et X?) existent pour ¢ > 0

e Dans I'inégalité (1) toutes les espérances existent. Par linéarité et positivité de
I’espérance, on a :

X
E(n® 5t) 2—2tE(X )+t2E(XLt2) + S B(X}) - 2E(X,)
2t t2 1 2\ 2t R U
<2- 55+ EIEDRE > (V(X:) + (B(X)?) - % (d’apres Koenig-Huygens)
2t 2 1 2
S—y—gt =) + 3 (t+1t%)
2t 12 t+1
e B Ty
20t -2)+B3+(t+ (-1t —-2)
<
- tt—1)(t—2)
262 + (2 — t)
~tt—-1)(t—-2)
t>2 =224+ (2—-t) <22 ;t—1>t—-2>0= tt—1)(t—2) > t(t—2)> > 0, donc
1 1 . . . , . %
TS <3 =27 car la fonction inverse est strictement décroissante sur R
262 + (2 — 1) 242
2 2 92 _ < 9 2 1 1 < _
O<20+ Q-1 =20 et 0 < gy < 7o) —~ W=D =2 = W9y
2t
(t—2)
2 Xi 2t
Vit > 2, E(ln s ) <
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HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 5

3-d)
vt >0, Yn > 1, ln(ffg) admet une variance d’apres 2—b). Appliquons I'inégalité de
Markov :
X
11’12( t-‘rn))
Xt+n ( t+n
< P[] < . 2

Ve >0, 0< (’n(+ )| >e) = (2)

9 N . s s N 2 Xt+n 2(t + n) .
D’apres la question précédente 3—c), dés que t+n > 2, 0 < E(In (T < (in_ 2y

. 2t+n) .2 Xitn

Or m Grn_ 27" Jim 5 =0. Donc par encadrement Jim B(In*(3 ) =

Xt+n)
t+n

Cela veut que la suite de variables (ln(

> ¢) = 0 d’apres 'encadrement (2).

Ve > 0, hm P(‘ln(

n—-+oo

)) converge en
n"/n>1

probabilité vers 0

4-a)
|Dp| <|An|+|Bn|+1Cynl ; donce |D,| >e = |A,| + |Bn| +|Cn| > e.

Cela se traduit par (|D,| >¢) C (|An| +|Bn| +|Cnl| > €).

De plus, [An|+|Ba| +|Cp| > ¢ = (| 4] > §) 0u (| Ba| > §) ou (|G| > §), car

(UAnl < 5) et (1Bal<5) et (1Cal < §)) = (JAnl+|Bal +1Cul <¢)
Conclusion : |D,|>¢e=>|A,|+|Bn|+|Ch| > = (|A,]| > % ou |B,| > % ou |C,| > %)
Finalement (|Dy| > ¢) € (|An] > §)U(|Bal > §)U(ICnl > §)

Or, on sait peut-étre que, si A, B,C sont trois événements du méme espace proba-

bilisé,

P(AUBUC) < P(A)+ P(B) + P(C).

En effet, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B)

P(AUBUC)=P((AUB)UC) < P(AUB)+ P(C)< P(A)+ P(B) + P(C).

Ce qui donne :

VYn >1,Ye >0, P(|D,| >¢) < P((|An| > ) U(IBal > 5)U(ICal > %)) par I'inclusion
< P(|An] > §) + P(|1Ba| > §) + (P|Cn| > §)

e A, B, et C, convergent en probabilité vers zéro se traduit par

¥e > 0, lim P(|4,] > 3) = Jim P(|B,| > $) = Jim P(|Cy > ) = 0, donc par

encadrement 0 < P(|Dy| > ¢) < P(|Ax| > §) + P(IBa| > §)(P|Cy| > §), on conclut

lim P(|D,|>¢)=0

n—-+oo

A, B, et C, convergent en probabilité vers zéro
implique D,, converge en probabilité vers zéro

4-b)
o Ve >0, (V| >¢) = |Dp+u,—ul) C (|Dn| > %)U(|un—u| > %) d’apres le méme

raisonnement que dans le 4-a).
Or lim (u, —u) =0, donc il existe un rang no a partir duquel |u, —u| < %

n—-+o0o
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