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HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2010

HEC-ESCP OPTION SCIENTIFIQUE : MATH II

CORRIGE

Partie I : quelques résultats préliminaires

1−a)

∀n ∈ N∗, vn = hn+1 − ln(n + 1)− hn + ln n

= 1
n + 1 − ln(1 + 1

n )

= 1
n

1
1 + 1

n

− ln(1 + 1
n )

Faisons un développement limité à l’ordre 1 de 1
1 + 1

n

en 1
n et un développement à

l’ordre 2 de ln(1 + 1
n ).

vn = 1
n (1− 1

n + o( 1
n ))− ( 1

n − 1
2n2 + o( 1

n2 ))

= − 1
2n2 + 1

no( 1
n ) + o( 1

n2 )

= − 1
2n2 + o( 1

n2 )

Conclusion : vn ∼
(+∞)

− 1
2n2

La série de terme général − 1
2n2 est convergente (multiple de la série de Riemann 1

n2 ) ;

par équivalence des séries de signe constant (ici négatives), la série
∑

vn est convergente

1−b)

Soit n ≥ 2,

n−1∑

k=1

vk =
n−1∑

k=1

(γk+1 − γk) = γn − γ1 ; donc γn =
n−1∑

k=1

vk + γ1.

Remarque : pour n = 1, la somme vaut 0, on retrouve γ1 = γ1.

La série
∑

n≥1

vk converge équivaut à
( n∑

k=1

vk

)
n≥1

converge, donc (γn)n≥1 est convergente

Remarque : peut-être avons-nous redémontré un résultat du cours car la série∑
(γn+1 − γn) est appelée série associée à la suite (γn) et on ”sait” que la suite et la

série sont de même nature.

1−c)

dn,t = γ + ln
(
n(1 + t

n )
)
− hn

= γ + ln n + ln(1 + t
n )− hn

= γ − γn + ln(1 + t
n )
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2 HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique

(
lim

n→+∞
(γ − γn) = lim

n→+∞
ln(1 + t

n ) = 0
)

=⇒ lim
n→+∞

dn,t = 0

2−a)

D’après le cours E(Xt) = V (Xt) = t.

2−b)

ψ(t) =
Γ′(t)
Γ(t)

Remarquons que ψ est continue, dérivable sur ]1,+∞[ d’après le préambule.

• D’après le théorème du transfert, sous réserve de convergence de l’intégrale,

E(ln(Xt)) = 1
Γ(t)

∫ +∞

0

(ln u) exp(−u)ut−1du (cette intégrale converge d’après le préambule)

=
Γ′(t)
Γ(t)

.

E(ln(Xt)) = ψ(t)

• D’après le préambule, l’intégrale 1
Γ(t)

∫ +∞

0

(lnu)2 exp(−u)ut−1du converge, on peut

donc appliquer le théorème du transfert.

E((ln(Xt))2) = 1
Γ(t)

∫ +∞

0

(ln u)2 exp(−u)ut−1du =
Γ′′(t)
Γ(t)

.

On en conclut que V (ln(Xt)) existe puisque les moments d’ordre 1 et 2 existent et,
d’après la formule de Köenig-Huyghens,

V (ln(Xt)) = E((ln(Xt))2)−
(
E(ln(Xt))

)2

=
Γ′′(t)
Γ(t)

−
(Γ′(t)

Γ(t)

)2

=
Γ(t)Γ′′(t)− Γ′2(t)

Γ2(t)
.

V (ln(Xt)) = ψ′(t)

3−a)

L’espérance E( 1
Xt

) existe si et seulement si l’intégrale
∫ +∞

0

1
ufXt(u)du est convergente.

Or
∫ +∞

0

1
ufXt(u)du = 1

Γ(t)

∫ +∞

0

exp(−u)ut−2du.

L’intégrale
∫ +∞

0

exp(−u)uαdu converge si et seulement si α > −1 et alors elle vaut

Γ(α + 1).

Ici, t > 1 ce qui équivaut à t− 2 > −1. L’intégrale
∫ +∞

0

exp(−u)ut−2du converge et vaut

Γ(t− 1).

En résumé, E( 1
Xt

) existe et E( 1
Xt

) =
Γ(t− 1)

Γ(t)
= 1

t− 1

d’après la relation rappelée dans le préambule.
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HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 3

3−b)

∀x > 0, ln x ≤ x− 1 est due à la concavité de la fonction ln.

1− 1
x ≤ ln x ⇐⇒ − ln x ≤ 1

x − 1 ⇐⇒ ln( 1
x ) ≤ 1

x − 1. C’est aussi une inégalité de concavité.

∀x > 0, 1− 1
x ≤ ln x ≤ x− 1 (0)

• Si 0 < x ≤ 1, alors 1− 1
x ≤ 0 de même que ln x ;

1− 1
x ≤ ln x ≤ 0 =⇒ ln2 x ≤ (1− 1

x )2 ≤ (1− 1
x )2 + (x− 1)2︸ ︷︷ ︸

≥0

• Si x ≥ 1, alors ln x ≥ 0 ainsi que x− 1 ;

0 ≤ lnx ≤ (x− 1) =⇒ ln2 x ≤ (x− 1)2 ≤ (x− 1)2 + (1− 1
x )2

︸ ︷︷ ︸
≥0

∀x > 0, ln2 x ≤ (x− 1)2 + (1− 1
x )2

3−c)

• La variable Xt prend ses valeurs dans R∗+, donc Xt

t
également pour t > 0.

L’encadrement précédent (0) s’applique

1− 1
Xt

t

≤ ln Xt

t
≤ Xt

t
− 1 ⇐⇒ 1− t

Xt
≤ ln Xt

t
≤ Xt

t
− 1.

Sous réserve d’existence des espérances et par positivité de l’espérance,

E(1− t
Xt

) ≤ E(ln Xt

t
) ≤ E(Xt

t
− 1).

D’après le théorème du transfert, sous réserve de convergence

E(ln Xt

t
) = 1

Γ(t)

∫ +∞

0

ln u
t

exp(−u)ut−1du = 1
Γ(t)

∫ +∞

0

ln u exp(−u)ut−1du− ln t
Γ(t)

∫ +∞

0

exp(−u)ut−1du.

D’après le préambule, les intégrales
∫ +∞

0

ln u exp(−u)ut−1du et
∫ +∞

0

exp(−u)ut−1du con-

vergent pour t > 0.

Donc E(ln Xt

t
) existe

E( 1
Xt

) existe pour t > 1 d’après 3−a), donc E(1− t
Xt

) existe également et elle vaut

1− tE( 1
Xt

) = 1− t
t− 1 = − 1

t− 1
.

E(Xt) existe pour t > 0, donc E(Xt

t
− 1) existe et elle vaut t

t
− 1 = 0.

∀t > 0, E(ln(Xt

t
)) ≤ 0 et ∀t > 1, E(ln(Xt

t
)) ≥ − 1

t− 1

• De l’encadrement : ∀x > 0, ln2 x ≤ (x− 1)2 ≤ (x− 1)2 + (1− 1
x )2, on déduit

ln2(Xt

t
) ≤ (1− t

Xt
)2 + (Xt

t
− 1)2

ln2(Xt

t
) ≤ 1− 2 t

Xt
+ t2

X2
t

+
X2

t

t2
+ 1− 2Xt

t
. (1)
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4 HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique

• D’après le théorème du transfert et sous réserve d’existence

E(ln2 Xt

t
) = 1

Γ(t)

∫ +∞

0

ln2 u
t

exp(−u)ut−1du

Or

ln2 u
t

=
(

ln u− ln t)
)2

= ln2 u− 2 ln u ln t + ln2 t donc

ln2 u
t

exp(−u)ut−1 = ln2 u exp(−u)ut−1 − 2 ln u ln t exp(−u)ut−1 + ln2 t exp(−u)ut−1

Les trois intégrales
∫ +∞

0

ln2 u exp(−u)ut−1du,
∫ +∞

0

ln u exp(−u)ut−1du et
∫ +∞

0

exp(−u)ut−1du

convergent d’après le préambule, donc

E(ln2 Xt

t
) existe et vaut = 1

Γ(t)

∫ +∞

0

ln2 u
t

exp(−u)ut−1du

• E( 1
X2

t

) existe ⇐⇒
∫ +∞

0

1
u2 exp(−u)ut−1du converge

⇐⇒
∫ +∞

0

exp(−u)ut−3du converge

⇐⇒ t− 3 > −1 c’est-à-dire t > 2

Dans ces conditions, E( 1
X2

t

) = 1
Γ(t)

∫ +∞

0

exp(−u)ut−3du = 1
Γ(t)

Γ(t− 2).

Or Γ(t) = (t− 1)Γ(t− 1) = (t− 1)(t− 2)Γ(t− 2), donc

E
(

1
X2

t

)
= 1

(t− 1)(t− 2)

• E( 1
Xt

) existe si et seulement si t > 1

• Les deux autres espérances ( celles de Xt et X2
t ) existent pour t > 0

• Dans l’inégalité (1) toutes les espérances existent. Par linéarité et positivité de
l’espérance, on a :

E(ln2 Xt

t
) ≤ 2− 2tE( 1

Xt
) + t2E( 1

X2
t

) + 1
t2

E(X2
t )− 2

t
E(Xt)

≤ 2− 2t
t− 1 + t2

(t− 1)(t− 2)
+ 1

t2
(V (Xt) + (E(Xt))2)− 2t

t
(d’après Köenig-Huygens)

≤ − 2t
t− 1 + t2

(t− 1)(t− 2)
+ 1

t2
(t + t2)

≤ − 2t
t− 1 + t2

(t− 1)(t− 2)
+ t + 1

t

≤ −2t2(t− 2) + t3 + (t + 1)(t− 1)(t− 2)
t(t− 1)(t− 2)

≤ 2t2 + (2− t)
t(t− 1)(t− 2)

t > 2 =⇒ 2t2 + (2 − t) ≤ 2t2 ; t − 1 > t − 2 > 0 =⇒ t(t − 1)(t − 2) > t(t − 2)2 > 0, donc
1

t(t− 1)(t− 2)
< 1

t(t− 2)2
car la fonction inverse est strictement décroissante sur R∗+

(0 < 2t2 + (2 − t) ≤ 2t2 et 0 < 1
t(t− 1)(t− 2)

< 1
t(t− 2)2

) =⇒ 2t2 + (2− t)
t(t− 1)(t− 2)

≤ 2t2

t(t− 2)2
=

2t
(t− 2)2

∀t > 2, E
(

ln2 Xt

t

)
≤ 2t

(t− 2)2
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation
des oeuvres autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 24 pages.



HEC-ESCP 2010 Math II option scientifique 5

3−d)

∀t > 0, ∀n ≥ 1, ln(
Xt+n

t + n
) admet une variance d’après 2−b). Appliquons l’inégalité de

Markov :

∀ε > 0, 0 ≤ P
(∣∣∣ ln(

Xt+n

t + n
)
∣∣∣ > ε) ≤

E(ln2(
Xt+n

t + n
))

ε2
. (2)

D’après la question précédente 3−c), dès que t+n > 2, 0 ≤ E(ln2(
Xt+n

t + n
)) ≤ 2(t + n)

(t + n− 2)2
.

Or lim
n→+∞

2(t + n)
(t + n− 2)2

= lim
n→+∞

2
n = 0. Donc par encadrement lim

n→+∞
E(ln2(

Xt+n

t + n
)) = 0

∀ε > 0, lim
n→+∞

P
(∣∣∣ ln(

Xt+n

t + n
)
∣∣∣ > ε) = 0 d’après l’encadrement (2).

Cela veut que la suite de variables
(

ln(
Xt+n

t + n
)
)

n≥1
converge en

probabilité vers 0

4−a)

|Dn | ≤ |An |+ |Bn |+ |Cn | ; donc |Dn | > ε =⇒ |An |+ |Bn |+ |Cn | > ε.

Cela se traduit par (|Dn | > ε) ⊂ (|An |+ |Bn |+ |Cn | > ε).

De plus, |An |+ |Bn |+ |Cn | > ε =⇒ (|An | > ε
3) ou (|Bn | > ε

3) ou (|Cn | > ε
3), car

(
(|An | ≤ ε

3) et (|Bn | ≤ ε
3) et (|Cn | ≤ ε

3)
)

=⇒
(
|An |+ |Bn |+ |Cn | ≤ ε

)

Conclusion : |Dn | > ε =⇒ |An |+ |Bn |+ |Cn | > ε =⇒ (|An | > ε
3 ou |Bn | > ε

3 ou |Cn | > ε
3)

Finalement (|Dn | > ε) ⊂ (|An | > ε
3) ∪ (|Bn | > ε

3) ∪ (|Cn | > ε
3)

Or, on sait peut-être que, si A,B, C sont trois événements du même espace proba-
bilisé,

P (A ∪B ∪ C) ≤ P (A) + P (B) + P (C).

En effet, P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) ≤ P (A) + P (B)

P (A ∪B ∪ C) = P ((A ∪B) ∪ C) ≤ P (A ∪B) + P (C) ≤ P (A) + P (B) + P (C).

Ce qui donne :

∀n ≥ 1, ∀ε > 0, P (|Dn | > ε) ≤ P
(
(|An | > ε

3) ∪ (|Bn | > ε
3) ∪ (|Cn | > ε

3)
)

par l’inclusion

≤ P (|An | > ε
3) + P (|Bn | > ε

3) + (P |Cn | > ε
3)

• An Bn et Cn convergent en probabilité vers zéro se traduit par

∀ε > 0, lim
n→+∞

P (|An | > ε
3) = lim

n→+∞
P (|Bn | > ε

3) = lim
n→+∞

P (|Cn | > ε
3) = 0, donc par

l’encadrement 0 ≤ P (|Dn | > ε) ≤ P (|An | > ε
3) + P (|Bn | > ε

3)(P |Cn | > ε
3), on conclut

lim
n→+∞

P (|Dn | > ε) = 0

An Bn et Cn convergent en probabilité vers zéro
implique Dn converge en probabilité vers zéro

4−b)

• ∀ε > 0, (|Vn | > ε) = |Dn + un − u |) ⊂ (|Dn | > ε
2) ∪ (|un − u | > ε

2) d’après le même

raisonnement que dans le 4−a).

Or lim
n→+∞

(un − u) = 0, donc il existe un rang n0 à partir duquel |un − u | < ε
2
. .
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation
des oeuvres autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 24 pages.


