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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2010

HEC-ESCP MATH I OPTION SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PARTIE I : projection sur un convexe fermé

1) Exemple 1.

1−a)

K est représenté par la partie hachurée

x

• Soit u ∈ K ; u = (x1, x2) avec u1 ≤ 1 et u2 ≤ 1 et v = (v1, v2) ∈ K avec aussi v1 ≤ 1 et
v2 ≤ 1.

Pour t ∈ [0; 1], notons w = tu + (1− t)v = (tu1 + (1− t)v1, tu2 + (1− t)v2) = (w1, w2).

t ≥ 0, u1 ≤ 1 =⇒ tu1 ≤ t ; 1 − t ≥ 0, v1 ≤ 1 =⇒ (1 − t)v1 ≤ 1 − t ; donc
w1 = tu1 + (1− t)v1 ≤ t + 1− t = 1. De même, w2 ≤ 1. Conclusion

∀(u, v) ∈ K2, ∀t ∈ [0; 1], tu + (1− t)v ∈ K : K est convexe

• K =]−∞, 1]×]−∞, 1].

Notons K1 = {(z1, z2) ∈ R2 / z1 ≤ 1} et K1 = {(z1, z2) ∈ R2 / z2 ≤ 1}. On a K = K1 ∩K2

Considérons l’application de R2 dans R qui à tout couple (x1, x2) ∈ R2 fait correspon-
dre x1 : c’est-à-dire p1(x1, x2) = x1.

Cette application est continue sur R2 car c’est une application polynomiale.

p−1
1 <]−∞, 1] > = {(x1, x2) ∈ R2 / p1(x1, x2) ∈ ]−∞, 1]}

= {(x1, x2) ∈ R2 / x1 ≤ 1}
p−1
1 <] −∞, 1] >= K1. L’ensemble ] −∞, 1] est un fermé de R car son complémentaire

]1,+∞[ est un ouvert.

Puisque p1 est continue, on conclut que K1 est un fermé de R2.

En considérant l’application p2 : (x1, x2) 7→ x2, on montre que p−1
2 <] −∞, 1] >= K2.

Donc K2 est fermé dans R2
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K est l’intersection de 2 fermés, donc K est un fermé de R2

• K n’est pas borné. En effet considérons la suite (un) de R2 définie par un = (−n, 0)
pour n ∈ N. Il est clair que un appartient à K. Or lim

n→+∞
||un|| = lim

n→+∞
n, donc

||un|| → +∞ lorsque n → +∞.

1−b)

Soit x = (x1, x2) ∈ R2 et z = (z1, z2) ∈ K.

• Si x ∈ K, alors p(x) = x car ||x− x|| ≤ ||x− z|| pour tout z, mais ceci n’est pas à
envisager.

• Si x 6∈ K, il y a 3 situations illustrées ci-dessous :

i) x1 > 1 et 0 < x2 ≤ 1. Première situation.

Considérons y = (1, x2). Il est clair que y ∈ K puisque 1 ≤ 1.

||x− y|| =
√

(x− 1)2 = x1 − 1 car x1 > 1.

∀z = (z1, z2) ∈ K, ||x− z|| =
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2 ≥
√

(x1 − z1)2 = |x1 − z1 | = x1 − z1 car
z1 ≤ 1 < x1.

Or z1 ≤ 1 =⇒ x1 − z1 ≥ x1 − 1, d’où l’on conclut

∀z = (z1, z2) ∈ K, ||x − z|| ≥ ||x − y|| avec égalité si et seulement si (x2 − z2)2 = 0 et
x1 − z1 = x1 − 1, c’est-à-dire si et seulement si z2 = x2 et z1 = 1, c’est-à-dire si et
seulement si z = y

Soit x = (x1, x2) avec x1 > 1. Alors p(x) = (1, x2) et il est unique

ii) x2 > 1 et 0 < x1 ≤ 1. Deuxième situation.

Le même raisonnement donnera

Soit x = (x1, x2) avec x2 > 1. Alors p(x) = (x1, 1) et il est unique

iii) x1 > 1 et x2 > 1. Troisième situation.

Avec les notations précédentes, ||x− z|| =
√

(x1 − z1)2 + (x2 − z2)2.

x2 − z2 ≥ x2 − 1 > 0 car z2 ≤ 1 < x2, donc (x2 − z2)2 ≥ (x2 − 1)2.

De même (x1 − z1)2 ≥ (x1 − 1)2. Il en résulte que

||x − z|| ≥
√

(x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 = ||x − (1, 1)|| ; il y a égalité si et seulement si
(x1 − z1)2 = (x1 − 1)2 et (x2 − z2)2 = (x2 − 1)2 ;

(x1 − z1)2 = (x1 − 1)2 ⇐⇒ |x1 − z1 | = |x1 − 1 | ⇐⇒ x1 − z1 = x1 − 1 car ces deux nombres
sont positifs ou nuls et finalement z1 = 1.

De même (x2 − z2)2 = (x2 − 1)2 ⇐⇒ z2 = 1.

Soit x = (x1, x2) avec x1 > 1 et x2 > 1 ; p(x) = (1, 1) et il est unique
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1−c)

La figure est déjà faite à la question b).

1−d)

function distance (x1,x2 : real) : real ;

var d : real ;

Begin

if (x1>1) and (x2<=1) then d := x1-1 ;

if (x1<= 1) and (x2>1) then d := x2-1 ;

if (x1>1) and (x2>1) then d := sqrt(sqr(x1-1)+sqr(x2-1)) ;

distance := d ;

End ;

1−e)

Reprenons les trois situations pour x = (x1, x2). Soit z = (z1, z2) ∈ K.

i) x1 > 1 et x2 ≤ 1 ; alors p(x) = (1, x2).

〈z − p(x), x− p(x)〉 = 〈(z1 − 1, z2 − x2), (x1 − 1, 0)〉 = (z2−1)(x1−1). Or z2−1 ≤ 0 et x1−1 > 0,
donc 〈z − p(x), x− p(x)〉 ≤ 0.

ii) x1 ≤ 1 et x2 > 1 ; alors p(x) = (x1, 1).

〈z − p(x), x− p(x)〉 = 〈(z1 − x1, z2 − 1), (0, x2 − 1)〉 = (z2−1)(x2−1). Or z2−1 ≤ 0 et x2−1 > 0,
donc 〈z − p(x), x− p(x)〉 ≤ 0.

iii) x1 > 1 et x2 > 1 ; alors p(x) = (1, 1).

〈z − p(x), x− p(x)〉 = 〈(z1 − 1, z2 − 1), (x1 − 1, x2 − 1)〉 = (z1 − 1)(x1 − 1) + (z2 − 1)(x2 − 1). Or
(z1 − 1)(x1 − 1) ≤ 0 ainsi que (z2 − 1)(x2 − 1), donc 〈z − p(x), x− p(x)〉 ≤ 0.

Pour tout (x1, x2) 6∈ K / x1 et x2 > 0, 〈z − p(x), x− p(x)〉 ≤ 0

1−f)

Reprenons les trois situations pour x = (x1, x2). Soit z = (z1, z2) ∈ K.

i) x1 > 1 et x2 ≤ 1 ; alors p(x) = (1, x2).

〈x− p(x), z〉 = 〈(x1 − 1, 0), (z1, z2)〉 = z1(x1 − 1).

〈x− p(x), x〉 = 〈(x1 − 1, 0), (x1, x2)〉 = x1(x1 − 1).

x1 − 1 > 0 et z1 ≤ 1 < x1. Multiplions cet encadrement par x1 − 1, on obtient

z1(x1 − 1) ≤ (x1 − 1) < x1(x1 − 1) donc 〈x− p(x), z〉 ≤ (x1 − 1) < 〈x− p(x), x〉.
L’intervalle ouvert ](x1 − 1), 〈x− p(x), x〉[ n’est pas vide, donc

il existe c ∈ ](x1 − 1), 〈x− p(x), x〉[. Ce réel c est indépendant de z et on a

〈x− p(x), z〉 ≤ (x1 − 1) < c < 〈x− p(x), x〉, donc 〈x− p(x), z〉 < c < 〈x− p(x), x〉
ii) x1 ≤ 1 et x2 > 1 ; alors p(x) = (x1, 1).

〈x− p(x), z〉 = 〈(0, x2 − 1), (z1, z2)〉 = z2(x2 − 1).

〈x− p(x), x〉 = x2(x2 − 1).

On a z2 ≤ 1 < x2. Multiplions cet encadrement par x2 − 1 > 0, il vient

z2(x2 − 1) ≤ x2 − 1 < x2(x2 − 1), c’est-à-dire 〈x− p(x), z〉 ≤ x2 − 1 < 〈x− p(x), x〉.
L’intervalle ouvert ](x2 − 1), 〈x− p(x), x〉[ n’est pas vide, donc

il existe c ∈ ](x2 − 1), 〈x− p(x), x〉[. Ce réel c est indépendant de z et on a

〈x− p(x), z〉 ≤ (x2 − 1) < c < 〈x− p(x), x〉, donc 〈x− p(x), z〉 < c < 〈x− p(x), x〉
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iii) x1 > 1 et x2 > 1 ; alors p(x) = (1, 1).

〈x− p(x), z〉 = 〈(x1 − 1, x2 − 1), (z1, z2)〉 = z1(x1 − 1) + z2(x2 − 1).

〈x− p(x), x〉 = x1(x1 − 1) + x2(x2 − 1).

On a z1 ≤ 1 < x1 ; multiplions cet encadrement par x1 − 1 > 0, il vient

z1(x1 − 1) ≤ x1 − 1 < x1(x1 − 1).

De même z2(x2 − 1) ≤ x2 − 1 < x2(x2 − 1), puisque z2 ≤ 1 < x2 et x2 − 1 > 0. En ajoutant
ces encadrements, on obtient :

〈x− p(x), z〉 ≤ x1 + x2 − 2 < 〈x− p(x), x〉. L’intervalle ouvert ]x1 + x2 − 2, 〈x− p(x), x〉[
n’est pas vide, donc il existe c / x1 + x2 − 2 < c < 〈x− p(x), x〉 et a fortiori
〈x− p(x), z〉 < c < 〈x− p(x), x〉 et ce réel ne dépend pas de z.

Dans tous les cas de figure, si x 6∈ K, ∃ c ∈ R / ∀z ∈ K, 〈x− p(x), z〉 < c < 〈x− p(x), x〉

2) Exemple 2.

2−a)

∀(u, v) ∈ E2, ∀t ∈ [0; 1], tu + (1− t)v ∈ E par stabilité de E par combinaisons linéaires :

E est convexe

2−b)

Il s’agit en fait de déterminer la projection orthogonale de R4 sur E et de l’appliquer
au vecteur x.

• L’application w = (w1, w2, w3, w4) ∈ R4 7→ w1+w2−w3−w4 est une forme linéaire ϕ de
R4. Cette forme linéaire est évidemment non nulle. Son image, qui est un sous-espace
vectoriel de R, est a priori de dimension 0 ou 1. Donc dim Im ϕ = 1 et par le théorème
du rang, dimKer ϕ = 3. Or Kerϕ = E. Donc dim E = 3.

Nous allons déterminer une base orthogonale de E puis nous la normerons.

u1 = (1, 0, 0, 1) et u2 = (0, 1, 1, 0) sont évidemment des vecteurs de E et ils sont
orthogonaux.

Déterminons u3 6= 0E ∈ E / u3 ⊥ u1 et u3 ⊥ u2. Si nous notons u3 = (a, b, c, d), on doit

satisfaire au système





a + b− c− d = 0 u3 ∈ E
a + d = 0 u3 ⊥ u1

b + c = 0 u3 ⊥ u2

Le vecteur u3 = (1,−1, 1,−1) convient. Normons ces trois vecteurs.

||u1|| =
√

2 = ||u2|| ; ||u3|| = 2, donc si l’on pose

v1 = 1√
2
(1, 0, 0, 1), v2 = 1√

2
(0, 1, 1, 0) et v3 = 1

2(1,−1, 1,−1), on peut affirmer :

La famille (v1, v2, v3) est une base orthormée de E

Si l’on nomme p la projection orthogonale de R4 sur E, on sait, d’après le cours, que

∀x = (a, b, c, d) ∈ R4, p(x) =
3∑

k=1

〈x, vi〉vi.

p(x) = 〈x, v1〉v1 + 〈x, v2〉v2 + 〈x, v3〉v3

= 1
2(a + d)(1, 0, 0, 1) + 1

2(b + c)(0, 1, 1, 0) + 1
4(a− b + c− d)(1,−1, 1,−1)

Le calcul sans difficultés donne

p(x) = 1
4(3a− b + c + d,−a + 3b + c + d, a + b + 3c− d, a + b− c + 3d)

D’après le cours, min
w∈E

||x− w|| = ||x− p(x)||.

x−p(x) = 1
4(a+b−c−d, a+b−c−d,−a−b+c+d,−a−b+c+d) = 1

4(a+b−c−d)(1, 1,−1,−1)
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||x− p(x)|| = 1
4 |a + b− c− d |||(1, 1,−1,−1)|| = 1

4 |a + b− c− d | × 2.

∀x = (a, b, c, d) ∈ R4, min
w∈E

||x− w|| = 1
2 |a + b− c− d |

Remarque : on peut procéder différemment et peut-être plus rapidement.

D’après l’équation de E : w1 +w2−w3−w4 = 0 donnée en base orthonormée, on déduit
que le vecteur u = (1, 1,−1,−1) est orthogonal à tout vecteur de E. Donc u ∈ E⊥. Or
E⊥ est de dimension 1 puisque dim E = 3, donc E⊥ = vect(u).

Le cours nous dit que, pour tout vecteur x ∈ R4, x = p(x) + λu. On détermine λ en
exprimant que p(x) est orthogonal à u.

Soit x = (a, b, c, d) ∈ R4.

〈p(x), u〉 = 0 ⇐⇒ 〈x, u〉+ λ||u||2 = 0
⇐⇒ a + b− c− d + 4λ = 0
⇐⇒ λ = −1

4(a + b− c− d)

Il en résulte que

p(x) = (a, b, c, d)− 1
4(a + b− c− d)(1, 1,−1,−1)

= 1
4(3a− b + c + d,−a + 3b + c + d, a + b + 3c− d, a + b− c + 3d)

On retrouve bien sûr le résultat précédent.

3) Cas général.

3−a)

Notons x = (x1, . . . , xn) et z = (z1, . . . , zn).

f(z) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − zi)2. L’application (z1, . . . , zn) ∈ Rn 7→
n∑

i=1

(xi − zi)2 est une application

polynomiale continue sur Rn et à valeurs dans R+. La fonction t 7→ √
t est continue

sur R+, donc par composition l’application g est continue sur Rn ; il s’ensuit que sa
restriction f à K est continue sur K.

f est continue sur K

3−b)

La boule fermée K0 est une partie fermée de Rn , donc K ′ = K ∩K0 est l’intersection
de deux fermés de Rn, c’est une fermé.

Si l’on note r = ||x − z0||, on peut dire que ∀z ∈ K ∩ K0, ||z − x|| ≤ r. Mais∣∣∣ ||z|| − ||x||
∣∣∣ ≤ ||z − x|| ≤ r implique ||z|| ≤ ||x||+ r.

K ′ est donc bornée. (En fait, on sait certainement que toute partie d’une partie
bornée est bornée).

K ′ est une partie fermé, bornée de Rn

3−c)

D’après le cours, toute fonction continue sur une partie fermée, bornée de Rn y
admet un minimum.

La fonction f admet un minimum, noté ẑ sur K ′
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3−d)

→ Puisque ẑ est un minimum de f sur K ′, on a ∀z ∈ K ′, f(z) ≥ f(ẑ), c’est-à-dire

∀z ∈ K ′, ||x− z|| ≥ ||x− ẑ||
→ Si z 6∈ K ′, c’est-à-dire si z ∈ K \K ′

z ∈ K et z 6∈ K ′ =⇒ z 6∈ B0. Donc ||x − z|| > ||x − z0|| ≥ ||x − ẑ||, d’où l’on conclut que
||x− z|| > ||x− ẑ||. Il en résulte qu’aucun point de K \K ′ ne peut être un minimum de
f sur K

On vient de montrer qu’il existe ẑ ∈ K / ∀z ∈ K f(z) ≥ f(ẑ) :

f admet un minimum sur K

4−a)

||x− a + b
2 ||2 + 1

4 ||a− b||2 = ||x||2 + 1
4 ||a + b||2 − 2〈x, a + b

2 〉+ 1
4 ||a||

2 + 1
4 ||b||

2 − 1
4 .2〈a, b〉

= ||x||2 + 1
4 ||a||

2 + 1
4 ||b||

2 + 1
2 〈a, b〉 − 〈x, a + b〉+ 1

4 ||a||
2 + 1

4 ||b|| −
1
2 〈a, b〉

= ||x2||+ 1
2 ||a||

2 + 1
2 ||b||

2 − 〈x, a + b〉
= 1

2 ||x||
2 + 1

2 ||a||
2 − 〈x, a〉+ 1

2 ||x||
2 + 1

2 ||b||
2 − 〈x, b〉

= 1
2 ||x− a||2 + 1

2 ||x− b||2

On a bien ||x− a + b
2 ||2 + 1

4 ||a− b||2 = 1
2 ||x− a||2 + 1

2 ||x− b||2

4−b)

||x− u + v
2 ||2 + 1

4 ||u− v||2 = 1
2 ||x− u||2 + 1

2 ||x− v||2 = d2 puisque ||x− u||2 = ||x− v||2 = d2.

Or u + v
2 ∈ K =⇒ ||x − u + v

2 ||2 ≥ d2. L’égalité précédente donne d2 ≥ 1
4 ||u − v||2 + d2,

donc ||u− v||2 ≤ 0 et finalement ||u− v||2 = 0 donc u = v.

Le miniumum ẑ de f sur K est unique

5−a)

D’après le rappel et puisque ẑ est unique, ẑ = p(x)

∀t ∈ [0; 1], ∀(z, p(x)) ∈ K2 =⇒ tz + (1− t)p(x) ∈ K, donc

∀t ∈ [0; 1], ∀z ∈ K, ||x− p(x)|| ≤ ||x− (tz + (1− t)p(x))||
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