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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2006

HEC VOIE E 2006

CORRIGE

EXERCICE

1−a) B est diagonalisable car elle est symétrique réelle.

1−b)
• Soit a ∈ R. a est valeur propre de B si et seulement si la matrice Aa = B−aI n’est
pas inversible.

Aa =


−a 1 0 0 0
1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a


Permutons les lignes 1 et 2, puis 2 et 3, puis 3 et 4 et enfin 4 et 5. Cela a pour effet de faire
passer la ligne 1 de la matrice Aa en position numéro 5. On obtient la matrice équivalente
suivante

1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a
−a 1 0 0 0

 Effectuons L5 ←− L5 + aL1


1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a
0 1− a2 a 0 0

 Effectuons L5 ←− L5 + (a2 − 1)L2


1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a
0 0 2a− a3 a2 − 1 0

 Effectuons L5 ←− L5 + (a3 − 2a)L3


1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a
0 0 0 −a4 + 3a2 − 1 a3 − 2a

 Effectuons L5 ←− L5 + (a4 − 3a2 + 1)L4


1 −a 1 0 0
0 1 −a 1 0
0 0 1 −a 1
0 0 0 1 −a
0 0 0 0 P (a)


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avec P (a) = a3 − 2a− a(a4 − 3a2 + 1)

a3 − 2a− a(a4 − 3a2 + 1) = −a5 + 4a3 − 3a
= −a(a4 − 4a2 + 3) = −a(a2 − 1)(a2 − 3)

P (a) = −a(a− 1)(a+ 1)(a−
√
3)(a+

√
3)

P (a) = 0⇐⇒ a = 0 ou a = −1 ou a = 1 ou a =
√
3 ou a = −

√
3

Le réel a est valeur propre de B si et seulement si a ∈
{−
√
3,−1, 0, 1,

√
3}

La matrice B ∈ M5(R) possède 5 valeurs propres réelles
distinctes : elle est donc diagonalisable - et cela on le savait
déjà.

• Recherche des sous-espaces propres de f .

Soit u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 ; l’égalité f(u) = au équivaut au système suivant :
x− ay + z = 0

y − az + t = 0
z − at+ w = 0

t− aw = 0
P (a)w = 0

* Pour a = −
√
3, on a le système

x+
√
3y + z = 0
y +
√
3z + t = 0
z +
√
3t+ w = 0
t+
√
3w = 0

La résolution donne sans problème : t = −
√
3w; z = −

√
3t − w = 3w − w = 2w; y = −

√
3z − t =

−2
√
3w +

√
3w = −

√
3w et x = −

√
3y − z = w

E−
√
3(f) = {u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 / x = w, y = −

√
3w, z = 2w, t = −

√
3w,w ∈ R}

= {u = (w,−
√
3w, 2w,−

√
3w,w)} ∈ R5 / w ∈ R}

E−
√
3(f) = vect

(
(1,
√
3, 2,−

√
3, 1)

)
* Pour a = −1, on a le système

x+ y + z = 0
y + z + t = 0

z + t+ w = 0
t+ w = 0

La résolution donne sans problème : t = −w; z = 0; y = −t = w;x = −y = −w
E−1(f) = {u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 / x = −w, y = w, z = 0, t = −w,w ∈ R}

= {u = (−w,w, 0,−w,w)} ∈ R5 / w ∈ R}
E−1(f) = vect

(
(−1, 1, 0,−1, 1)

)
* Pour a = 0, on a le système

x+ z = 0
y + t = 0

z + w = 0
t = 0

La résolution donne sans problème : t = 0; z = −w; y = 0;x = −z = w

E0(f) = {u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 / , t = 0; z = −w; y = 0;x = w,w ∈ R}
= {u = (w, 0,−w, 0, w)} ∈ R5, w ∈ R}

E0(f) = vect
(
(1, 0,−1, 0, 1)

)
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* Pour a = 1, on a le système
x− y + z = 0

y − z + t = 0
z − t+ w = 0

t− w = 0

La résolution donne sans problème : t = w; z = 0; y = −w;x = −w
E1(f) = {u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 / t = w; z = 0; y = −w;x = −w,w ∈ R}

= {u = (−w,−w, 0, w, w)} ∈ R5 / w ∈ R}
E1(f) = vect

(
(−1,−1, 0, 1, 1)

)
* Pour a =

√
3, on a le système

x−
√
3y + z = 0
y −
√
3z + t = 0
z −
√
3t+ w = 0
t−
√
3w = 0

La résolution donne sans problème : t =
√
3w; z =

√
3t − w = 3w − w = 2w; y =

√
3z − t =

2
√
3w −

√
3w =

√
3w ; x =

√
3y − z = w

E√
3(f) = {u = (x, y, z, t, w) ∈ R5 / x = w, y = −

√
3w, z = 2w, t =

√
3w,w ∈ R}

= {u = (w,
√
3w, 2w,

√
3w,w)} ∈ R5 / w ∈ R}

E√
3(f) = vect

(
(1,
√
3, 2,
√
3, 1)

)
2)

AaX = (0)⇐⇒



−ax1 + λx2 = 0
µx1 − ax2 + λx3 = 0

. . .
...

µxk−1 − axk + λxk+1 = 0
. . .

...
µxn−2 − axn−1 + λxn = 0

µxn−1 − axn = 0

x0 = 0, donc la première ligne s’écrit : µx0 − ax1 + λx2

xn+1 = 0, donc la dernière ligne s’écrit : µxn−1 − axn + λxn+1 = 0 et le système devient

µx0 − ax1 + λx2 = 0
µx1 − ax2 + λx3 = 0

. . .
...

µxk−1 − axk + λxk+1 = 0
. . .

...
µxn−2 − axn−1 + λxn = 0

µxn−1 − axn + λxn+1 = 0

On remarque ∀k ∈ [[0, n− 1]], µxk − axk+1 + λxk+2 = 0

(x0, x1, . . . , xn, xn+1) sont les n + 2 premiers termes
d’une suite qui vérifie la relation (R)

3−a)
L’équation caractéristique des suites vérifiant la relation de récurrence linéaire d’ordre deux
(R) est λr2 − ar + µ = 0 ; son discriminant est ∆ = a2 − 4λµ , donc ∆ > 0 et l’équation

caractéristique admet deux racines r1 et r2 données par : r1 =
a−
√
∆

2λ
et r2 =

a+
√
∆

2λ

D’après le cours, il existe deux réels α et β tels que

∀p ∈ N, xp = αrp1 + βrp2
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