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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2012

ESSEC VOIE S 2012

CORRIGE

1)

question préliminaire

D’après le cours, ∀X ∈Mn,1(R), P (X) =
k∑

i=1

⟨X,Ui⟩Ui =
k∑

i=1

⟨Ui, X⟩Ui. Donc

P (X) =
k∑

i=1

( tUiX)Ui (Or ( tUiX) ∈ R, donc

=
k∑

i=1

Ui(
tUiX)

En effet, si a ∈ R, alors (a) ∈ M1(R), donc aUi =

 ax1
...

axn

 =

 x1a
...

xna

 = Ui(a). Dans ces

conditions,

P (X) =

k∑
i=1

Ui(
tUiX) = (

k∑
i=1

Ui
tUi)X donc P =

k∑
i=1

Ui
tUi

Or t(Ui
tUi) = t( tUi)

tUi = Ui
tUi : la matrice (Ui

tUi) est symétrique, par conséquent la
matrice P également.

P =

k∑
i=1

Ui
tUi et tP = P

PARTIE I : DECOMPOSITION SPECTRALE DE LA MATRICE
tAA ASSOCIEE A UNE MATRICE A DE M(m,n)(R)

2−a)
A ∈Mm,n(R), tA ∈Mn,m(R) =⇒ tAA ∈Mn(R).

∀X ∈ KerA, AX = (0) =⇒ tAAX = (0) ; ce qui veut dire X ∈ Ker tAA.

KerA ⊂ Ker tAA

2−b)
• X ∈ Ker tAA =⇒ tAAX = (0) =⇒ tX tAAX = 0. En effet, tAAX ∈ Mn,1(R), donc
tX tAAX ∈ M1(R) = R. Or tX tAAX = t(AX)AX = 0, ce qui équivaut à ||AX||2n = 0, soit
finalement AX = (0).
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Ker tAA ⊂ KerA et d’après la question précédente, Ker tAA = KerA

• A = (0)⇐⇒ KerA =Mn,1(R)⇐⇒ Ker tAA =Mn,1(R)⇐⇒ tAA = (0).

∀A ∈Mm,n(R), A = (0)⇐⇒ tAA = (0)

2−c)
Soit Y ∈ Mn,1(R) / Y ∈ Im tAA ; il existe X ∈ Mn,1(R) / Y = tAAX = tA(AX). Donc
Y ∈ Im tA.

Im tAA ⊂ Im tA

Par le théorème du rang, n = dimKer tAA+ dim Im tAA (1)

A ∈ Mm,n(R) ; c’est une application linéaire de Rn dans Rm. Le théorème du rang,
appliqué à cette matrice donne :

n = dimKerA+ dim ImA (2)

D’après la question 2−a), Ker tAA = Ker tA. La comparaison des égalités (1) et (2)
donne dim Im tAA = dim ImA. D’après le rappel du début, dim Im tA = dim ImA, d’où
dim Im tAA = dim Im tA. L’inclusion précédente permet de conclure

∀A ∈Mm,n(R), Im tAA = Im tA

3−a)
La matrice tAA ∈Mn(R) est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Soit λ ∈ spect( tAA). Il existe X ∈ Mn,1(R), X ≠ (0) / tAAX = λX. Ceci implique
tX tAAX = λ tXX, ce qui s’écrit ||AX||2n = λ||X||2n. Puisque X ≠ (0), alors ||X||2n > 0.

L’égalité précédente devient λ =
||AX||2n
||X||2n

.

∀λ ∈ spect( tAA), λ ≥ 0 : spect( tAA) ⊂ R+

3−b)
Notons spect( tAA) = {λ1, . . . , λp} avec 1 ≤ p ≤ n l’ensemble des valeurs propres
distinctes de tAA. Les sous-espaces propres Ker( tAA − λiIn) sont supplémentaires,
orthogonaux dans Mn,1(R).

∀X ∈Mn,1(R), ∃ !(X1, . . . , Xp) ∈
(
Mn,1(R)

)p

/ ∀i ∈ [[1, p]], Xi ∈ Ker( tAA−λiIn), X =

p∑
i=1

Xi.

* Pour tout i ∈ [[1, p]], les sous-espaces Ker( tAA − λiIn) et
p⊕

j=1
j≠i

Ker( tAA − λjIn) sont

supplémentaires orthogonaux, donc

X =

p∑
i=1

Xi =⇒ ∀i ∈ [[1, p]], Xi = PiX.

Par suite ; ∀X ∈Mn,1(R), X =

p∑
i=1

PiX = (

p∑
i=1

Pi)X. Cela veut dire

p∑
i=1

Pi = In

* ∀X ∈ Mn,1(R), PiX = X =⇒ ∀j ≠ i, PjPiX = PjXi = (0) ; en effet,

Xi ∈ Ker( tAA− λiIn) ; de plus Ker( tAA− λiIn) =
( ⊕

1≤k≤p
k≠i

Ker( tAA− λkIn)
)⊥
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Ker( tAA− λjIn) ⊂
⊕

1≤k≤p
k≠i

Ker( tAA− λjIn) =⇒
( ⊕

1≤k≤p
k≠i

Ker( tAA− λkIn)
)⊥
⊂ Ker( tAA− λjIn)⊥

Il en résulte que Ker( tAA− λiIn) ⊂ Ker( tAA− λjIn)⊥, donc PjXi = (0).

∀(i, j) ∈ [[1, p]]2, i ≠ j =⇒ Pj ◦ Pi = 0

* ∀X ∈Mn,1(R), tAAX = tAA(

p∑
i=1

Xi)

=

p∑
i=1

tAAXi =

p∑
i=1

λiXi (car Xi ∈ Ker( tAA− λiIn))

=

p∑
i=1

λiPiX = (

p∑
i=1

λiPi)X

tAA =

p∑
i=1

λiPi

4−a)

A =

 1 −1 1
1 −1 1
−1 1 2

 ; tA =

 1 1 −1
−1 −1 1
1 1 2

 ; tAA = 3

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 2

.

λ ∈ spect( tAA)⇐⇒ ∃X =

x
y
z

 ∈M3,1(R), X ≠ (0) /
(
3

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 2

− λI3)X = (0).

Cette égalité équivaut au système : (3− λ)x− 3y = 0
−3x+ (3− λ)y = 0

(6− λ)z = 0
⇐⇒

−3x+ (3− λ)y = 0
(3− λ)x− 3y = 0 L2 ←− 3L2 + (3− λ)L1

(6− λ)z = 0

⇐⇒

−3x+ (3− λ)y = 0
((3− λ)2 − 9)y = 0

(6− λ)z = 0

Ce système n’est pas de Cramer si et seulement si (3− λ)2 − 9 = 0 ou 6− λ = 0, donc
si et seulement si λ = 0 ou λ = 6.

• Pour λ = 0, le système équivaut à
{
−x+ y = 0
z = 0

Ker( tAA) = vect(

 1
1
0

)

• Pour λ = 6, on a x+ y = 0.

Ker( tAA) = vect(

 1
−1
0

 ,

 0
0
1

)

U1 = 1√
2

 1
1
0

 ; U2 = 1√
2

−11
0

 et U3 =

 0
0
1

. On vérifie (éventuellement) que la

famille (U1, U2, U3) est une base orthonormée de M3,1(R).
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