CONCOURS D’ADMISSION DE 2003

Option économique

MATHEMATIQUES II

Lundi 12 mai 2003 de 8h a 12h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document ; I'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule I'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie

et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

L’objectif du probléme est d’étudier les rudiments de la théorie de la communication - ou théorie
de I'information - introduite en 1948 par Claude Shannon.

Définitions et notations

(Q, A, P) désigne un espace probabilisé.

1
¢ est la fonction définie sur |0, 1] par xz +— p(z) = — lng; .
n
Pour un événement A de probabilité non nulle, on pose i(A) = p(P(A))

h est la fonction définie sur [0, 1] par

In(z)
In(2)

h(0) =0 et pour z €]0,1], h(z) = —=zx

Pour une variable aléatoire X discrete définie sur (€2,.4, P) a valeurs réelles, on pose sous réserve

d’existence :
H(X)= Y WPX =uzx))

z€X(Q)

Si X est a valeurs dans un ensemble fini {z1, zo,...,x,}, alors H(X) existe et,
en notant p, = P(X = xy), on a :

H(X) = Zh(P(X =) = Zh(Pk)

Remarque : En théorie de I'information, i(A) est appelé incertitude de I'événement A et H(X) est
Pincertitude moyenne - ou entropie - de X.
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Partie I Incertitude des événements

[.1°) On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.
Soit A ’événement « la carte tirée est la dame de coeur ».
Que valent P(A) et i(A)?
[.2°) Soit n € N*. On lance n fois une piece équilibrée.
A est I'événement « obtenir n fois PILE ». Préciser i(A).
1.3°) Vérifier les points suivants :
(i)  Pour un événement 2" quasi-certain : i(2') = 0.

(ii)) Si A et 'événement contraire A sont équiprobables, alors i(A) = 1.
(iii) Si A et B sont indépendants pour la probabilité P et si P(AN B) # 0, alors i(AN B) = i(A) + i(B).

[.4°) Préciser i(A; N Ay N...N A,) quand les événements Aj, As, ..., A, sont mutuellement
indépendants et P(A; N AsN...NA,) #0.

En déduire une nouvelle démonstration de 1.2°).
1.5°) Soit A et B deux événements tels que A C B et P(A) # 0. Comparer i(A) et i(B).

[.6°) Que vaut lim, .o+ ¢(x) et quelle interprétation peut-on donner de ce résultat ?

Partie 11 Incertitude d’une variable aléatoire discréte

I1.1°) Soit n € N*. Si U, suit la loi uniforme sur {1,2,...,n}, que vaut H(U,)?

I1.2°) Sion suppose P(Z =1)=1/4,P(Z =2)=1/4 et P(Z =3) =1/2, que vaut H(Z)?
Comparer H(Z) et H(Us).

I1.3°) On se propose de simuler informatiquement une variable aléatoire.

On supposera que random(3) fournit au hasard un nombre élément de {1,2,3} et que
random(2) fournit au hasard un élément de {1, 2}

program ESSEC2003
var

ini,y : integer;
begin

ini:=random(3);

if ini=3 then y:=random(2) ; else y:=3 ;
end;

On appelle Y le contenu de y apres exécution du programme ESSEC2003.
Donner la loi de Y, calculer son espérance E(Y') et son incertitude H(Y').

I1.4°) Vérifier que h est continue et positive sur [0, 1].
Est-elle dérivable en 07 Etudier h et dessiner sa courbe représentative .

I1.5°) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble fini.
Montrer que H(X) > 0 avec égalité si, et seulement si, X est quasi-certaine.

Partie III Mazimalité de l’entropie

I11.1°) Etude pour n = 2.
Pour x € [0,1], on pose ha(z) = h(x) + h(1 — z).

2
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a) Pour z € [0,1], on a clairement hy(z) = ho(1 — ). Que signifie ce résultat quant a
la courbe de hy dans un repere orthonormé ?

b) Etudier hs et donner son graphe.

c¢) Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre p €]0, 1].
Montrer que H(X) < 1 avec égalité si, et seulement si, p = 1/2.

111.2°) Etude pour n = 3.
a) Soit O l'ensemble des (z,y) €]0, 1[* vérifiant 1 —x —y > 0 et hy la fonction définie
sur O par ha < (2,y) = h(2) + hly) + b1~ y)
On admet que O est un ouvert. Montrer que h3 admet au plus un extremum sur O.

b) Justifier par un argument de convexité :
pour tout u >0, In(u) <u-—1 (1)

» Dans la suite, on pourra utiliser sans démonstration que In(u) = u—1 si, et seulement si,
u=1.
¢) En déduire que hy admet un maximum global sur O.
> On pourra utiliser (1) pour 1/(3x) et pour 1/(3y) entre autres .
d) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {z1, o, x3}. Montrer que :
H(X) < In(3)/In(2) avec égalité si, et seulement si, X suit la loi uniforme sur
{1, 29, 23}
I11.3°) Soit n € N\ {0, 1}. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {x, zs,...,2,}. On pose
pr = P(X = xy).
a) Dans cette question on suppose que pour tout k € {1,2,...,n}, pr > 0.

1
En utilisant (1) pour les —, montrer que :
NPk

H(X) < In(n)/In(2) avec égalité si, et seulement si, X suit la loi uniforme sur
{z1,29,. .., 2} .

b) Vérifier que la conclusion du a) est encore vraie en supprimant la condition
« pr > 0 pour tout k € {1,2,...,n} ».

I11.4°) Soit p €]0, 1] et G une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p.
On pose m = E(G) et pour k € N*, p, = P(G = k).
a) Rappeler la valeur de m, montrer que H(G) existe et la calculer.

b) Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = N*, E(X) = m et H(X) existe.
Pour k£ € N*, on pose g, = P(X = k) et on supposera g > 0.
En utilisant (1) vérifier que pour tout £ € N*, on a :
g In(p) + (k — 1)g In(1 — p) — qx In(qr) < pr — qx
et établir : H(X) < H(G) avec égalité si, et seulement si, X suit la méme loi que G.

Partie IV Incertitude d’une variable aléatoire continue
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Pour une variable aléatoire X admettant une densité f continue sur R éventuellement
privé d’un nombre fini de points, on dit que X admet une incertitude quand l'intégrale

/+OO h(f(z))dz converge.

o0

+00
Dans ce cas, la valeur de l'intégrale H(X) = / h(f(z))dz est appelée incertitude
de X. -

IV.1°) Cas des lois normales

a) Soit Yj une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.
Montrer que H(Yp) existe et calculer H(Yp).

b) Soit Y une variable aléatoire suivant une loi normale de moyenne m et d’écart type

o> 0.
Montrer que H(Y') existe et calculer H(Y').

IV.2°) Soit A > 0 et X, une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A. On

désignera par fj la densité de X,.
a) Montrer que H (X)) existe et calculer H(Xy) en fonction de A.

b) Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R? , admettant une densité f. On suppose

1
que H(X) existe et que X admet une espérance égale a X

Montrer que :
1 Foo

H(Xy) =— M i () In(fo(x))dz

En utilisant (1) montrer que H(X) < H(X)).
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ESSEC MATH II 2003 VOIE E

CORRIGE

PARTIE-I

QUESTION-1.1)
L’univers (Q) est 'ensemble des 32 cartes, muni de la probabilité uniforme. Donc

n(= n(2°
i(A) =p(P(A)) = . 151322) = lﬁ1322 - 111(122)

. _5In2 _
i(A) = s = 5.

QUESTION-1.2)

La variable aléatoire X qui indique le nombre de ” Pile 7 obtenus au cours des n

lancers suit la loi binomiale de parametres (n, %) car les lancers sont mutuellement

b

indépendants et la piece est équilibrée.

P =re=n= (1) (3)'() - () -

QUESTION-1.3)

(i) () = p(P() = (1) = 122 | i(2) = 0.

(ii) Les événements A et A forment un systeme complet d’événements équiprobables,
donc P(A) = P(A) = 1.

i(A) = _G) 2 i(A) = 1.

(iii) Notons tout de suite que P(AN B) # 0 = P(A) > 0 ainsi que P(B) > 0. En effet,
on a toujours ANB C A, donc P(ANB) < P(A) ; de plus P(AmB) #0<+= P(ANB) > 0
donc on conclut que 0 < P(AN B) < P(A), donc P(A) >
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(de méme bien str pour P(B))

i(ANB) =@(P(ANB)) = ¢(P(A) x P(B))
car A et B sont indépendants
_ W(P(A)PB) _ WmP(A) WnP(B)

In2 In2 In2

i(AN B) = i(A) +i(B).

QUESTION-1.4)
Notons @, la propriété :
7 Ay, Ag, ..., A, indépendants et P(A; N AN N A,) #0 =
i(AiNAsnN---NA,) = Zi(Ak) ” et montrons cette propriété par récurrence.
k=1

Initialisation : Q; et Q- sont vraies.

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour n > 2 et soit Ay, As,..., A, des
événements mutuellement indépendants, tels que P(A; N A;N---N A1) # 0, donc > 0.

On remarque que : (A;NAsN---NA,1) C (A NAyN---NA,), donc
P(AiNAsN - NA ) SPAINAN---NA,). Or P(AiNAsN---N A1) # 0 équivaut a
P(A10A20~~-0An+1) > 0, donc
0<P(ANAyN---NA,) <PANAN---NA,) implique
P(A1NAsn---NA,) >0 c’est-a-dire P(A;NAsN---NA,)#0
De méme (A;NAsN---NA,NA,1) C Auyq, done P(A,.1) > 0, c’est-a~-dire P(A,41) #0
De plus A,,,; indépendant de A;,..., 4, = A, ;; indépendant de (4;NA;N---NA,).
On peut donc appliquer la propriété Q,, pour n = 2 pour les deux événements A,
et (AyNAyN---NA,) : on obtient
(AiNAsn---NA,NA1) = i((A1 NAsN---NA,N (AnH))
— (A N Ay NN A) +i(Apsr)

et par hypothese de récurrence i(A;,NA;N---NA,) = Zi(Ak), donc

k=

=

n

(AN A N NA N Appr) = i(Ar) +i(Ans)

La propriété @, est héréditaire ; d’aprés le principe du raisonnement par
récurrence, la propriété Q, est vraie pour tout entier n > 1.

Pour tout entier n > 1 et tous événements A;, A, ..., A, indépendants et
tels que P(A;nA;n---NA,)#0, on a
(AN Asn-NA) = i(Ap)
k=1

e Revenons i la question 1-2). Notons 4, I’événement ” on obtient Pile au k *m¢

lancer pour k € [1;n]. La piece est équilibrée, donc P(4) = % et i(4dy) = 1

d’apres 1-3c). Les lancers étant indépendants, les événements A4, (1 < k < n) sont
mutuellement indépendants. De plus, il est évident que P(A;Nn---NA,) = 2% >0 ;on
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est dans les conditions de la question 1—-4).

n

(AN NA) =D i(A) =) 1=n
k=1 k=1

QUESTION-1.5)

Notons que A C B et P(A) # 0= P(B) # 0, car en fait on est dans la situation déja
vue plus haut : P(4) >0 et P(A) < P(B) = P(B) > 0.

Par croissance de la fonction In, P(4) < P(B) = In(P(4)) < In(P(B)) ; si on multiplie
B In(P(B)) _ _In(P(4))
In2 In2 = In 2

cette inégalité par — < 0, on obtient : —

» donc | i(A) >i(B).

QUESTION-L1.6)

lim Inz = —co=| lim p(z)= +o0.
z—0+ z—0t

L’incertitude d'un événement A est d’autant plus grande que la
probabilité de voir cet événement se réaliser est petite.

PARTIE-I1

QUESTION-II.1)

=N h(k) carvke[1,n], pU, =k) =1
k=1 L
1 1\1n5
()
~ —lInn
- In2
e -

QUESTION-II.2)
H(Z) =hP(Z=1))+hP(Z=2)+h(P(Z=3))

=h(3)+h(2)+hE)=2n3)+n(3
(1) _1lns
- < 4In2/) 2In2
:_l—ln4_’_ll 2

2 In2 2In2
_12In2 , 12
2 1In2 21n

3
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e Comparaison avec H(Us) = %E—g
_ _In3 3 _2In3-3In2 _In9—1In8
H(Us) H(Z)_1I12 5= 5Tno = oo >0car ln9>1In8 et 2In2 > 0.

H(Us) > H(Z).

QUESTION-I1.3)
Y(Q) ={1,2,3}
Y =1 <= random(3) = 3 et random(2) = 1.
Y =2 <= random(3) = 3 et random(2) = 2.
Y =3 <= random(3) =1 ou random(3) = 2.

P(Y = 1) = P(random(3) = 3)P(random(2) = 1/random(3) _3) = % X %, car leffet du

conditionnement par random(3) = 3 fait simplement que 1’on appelle la procédure
random(2) ; la probabilité d’obtenir alors random(2) =1 est de %

1

6

DO

De méme P(Y = 2) = P(random(3) = 3) P(random(2) = 2/random(3) _3)= % X

P(Y = 3) = P(random(3) = 1) + P(random(3) = 2) = %, car les deux événements sont

wIino

incompatibles.

Remarque : On aurait pu obtenir ce dernier résultat en faisant
1-P(Y=1)-Py=2=1-4+_1L

6 6
En résumé , on peut représenter la loi de Y par le tableau :

k 1 2 3
1 1
PO=K § | § | 3
1 2 5
BEY)=2+2+58=] 3
H(Y) =2h($)+h(3)
_ (,,%),2%
B 61In2 31n2
_ 1—In6 2In2—-In3
3 In2 3 In2
_ 1.1 _
731n2(1112+1n3 21n2+21n3)
1.1 _
_31n2(3ln3 ln2)
1 1
H(Y) =23 - 3

QUESTION-II.4)
Les fonctions = — —x et In sont continues, négatives sur ]0;1], donc leur produit
xr — —zInz est continu, positif sur ]0;1]. En multipliant par ﬁ > 0, on obtient une

zlnz
In2

Or Rr(0) = 0, donc h est positive sur [0;1] ; de plus limzInz = 0 = h(0) par croissances
0

fonction z +— — continue, positive sur]0;1].

comparées, donc h est continue en 0.
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