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EDHEC 2012 option économique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

EDHEC 2012 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1−a)
Faisons un raisonnement par récurrence : notons Pn la propriété 0 ≤ un < 1.

u0 = 0, donc on a 0 ≤ u0 < 1.

Hérédité. Supposons la propriété Pn satisfaite pour un entier naturel n donné.

0 ≤ un < 1 =⇒ 0 ≤ u2
n < 1 car la fonction carrée est strictement croissante sur R+, donc

1 ≤ 1 + u2
n < 2 et par suite, en divisant par 2 > 0, on obtient 1

2
≤ 1 + u2

n

2
< 1, soit un+1 ∈ [ 1

2
, 1[.

Or [1
2
, 1[⊂ [0, 1[ , donc on a bien 0 ≤ un+1 < 1.

La propriété est héréditaire et valable pour tout entier naturel n d’après le principe du raisonnement
par récurrence.

∀n ∈ N, un ∈ [0, 1[ : L’intervalle [0, 1[ est un intervalle stable pour la suite (un)

Remarque : on on aurait pu procéder autrement pour l’hérédité. Soit f l’application de R dans

R définie par ∀x ∈ R, f(x) = 1 + x2

2
. On a un+1 = f(un).

f ′(x) = x ≥ 0 sur R+ et nulle en 0 uniquement. La fonction f est strictement croissante sur R+,

donc sur [0, 1[. Par conséquent, ∀x ∈ [0, 1[, f(x) ∈ [f(0), f(1)[= [1
2
, 1[⊂ [0, 1[.

un ∈ [0, 1[=⇒ f(un) = un+1 ∈ [0, 1[.

1−b)
Utilisons la fonction f . Elle est strictement croissante sur [0, 1[, par conséquent la suite (un) est
strictement monotone. Sa variation est donnée par la comparaison de u0 et u1.

u1 = f(u0) =
1
2
> 0 = u0.

La suite (un)n≥0 est strictement croissante

1−c)
La suite (un) est croissante, majorée par 1. D’après le théorème des suites monotones bornées,

la suite (un) est convergente

La fonction f est continue sur R ; il s’ensuit que la limite ℓ de la suite (un) vérifie la relation
ℓ = f(ℓ).

ℓ = f(ℓ) ⇐⇒ ℓ = 1 + ℓ2

2
⇐⇒ 2ℓ = 1 + ℓ2

⇐⇒ 1 + ℓ2 − 2ℓ = 0⇐⇒ (1− ℓ)2 = 0

La suite (un) converge vers 1
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2 EDHEC 2012 option économique

2−a)

Remarquons que la suite ( 1
vn

) est définie puisque un ≠ 1 =⇒ vn = 1− un ≠ 0.

1
vn+1

− 1
vn

= 1
1− un+1

− 1
1− un

=
un+1 − un

(1− un+1)(1− un)

1− un+1 = 1− 1 + u2
n

2
=

2− u2
n − 1
2

=
1− u2

n

2
=

(1− un)(1 + un)
2

un+1 − un = f(un)− un =
u2
n + 1
2

− un =
(1− u2

n)
2

calcul fait en 1−c)

un+1 − un

(1− un+1)(1− un)
=

(1− un)
2

2

(1− un)
(1− un)(1 + un)

2

=

(1− un)
2

2

(1− un)
2(1 + un)
2

= 1
1 + un

1
vn+1

− 1
vn

= 1
1 + un

; lim
n→+∞

un = 1 =⇒ lim
n→+∞

( 1
vn+1

− 1
vn

) = 1
2

2−b)

D’après la propriété admise en début d’exercice, lim
n→+∞

1
n

n−1∑
j=0

( 1
vj+1

− 1
vj

) = 1
2
.

Or 1
n

n−1∑
j=0

( 1
vj+1

− 1
vj

) = 1
n (

1
vn
− 1

v0
) = 1

n (
1
vn
− 1) (”téléscopage additif”). On en conclut que

lim
n→+∞

1
n (

1
vn
− 1) = 1

2
.

D’autre part lim
n→+∞

1
n (

1
vn
− 1) = lim

n→+∞
( 1n

1
vn
− 1

n ) = lim
n→+∞

1
nvn

.

On a donc lim
n→+∞

1
nvn

= 1
2
et puisque 1

2
≠ 0, 1

nvn
∼

(+∞)

1
2
ce qui équivaut à nvn ∼

(+∞)
2.

nvn ∼
(+∞)

2, donc vn ∼
(+∞)

2
n

vn ∼
(+∞)

2
n ⇐⇒ lim

n→+∞
vn
2
n

= 1⇐⇒ lim
n→+∞

(
vn
2
n

− 1
)
= 0.

Posons εn =
vn
2
n

− 1, on a lim
n→+∞

εn = 0 et
vn
2
n

= 1 + εn ⇐⇒ vn = 2
n (1 + εn).

Donc 1− un = 2
n (1 + εn)⇐⇒ un = 1− 2

n −
2
nεn

un = 1− 2
n + o( 1n )

3−a)
function u( n : integer) : real ;

var y : real ; k : integer ;

Begin y := 0 ; for k :=1 to n do y := (sqrt(y)+1)/2 ;

u := y ;

End ;
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EDHEC 2012 option économique 3

3−b)
PROGRAM EDHEC 2012 ;

var n : integer ;

BEGIN

n := 0 ;

while (1-u(n)>= 0.001) do n := n+1 ;

write (’ n = ’ , n) ;

END.

EXERCICE II

1)

L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si matrice A = MatBc(f) est diagonalisable.
Ce qui équivaut à

∃ P ∈M3(R), P inversible, ∃D ∈M3(R) diagonale telles que D = P−1AP .

D2 = P−1APP−1AP = P−1AI3AP = P−1A2P et puisque D2 est une matrice diagonale on
conclut

f diagonalisable implique f2 diagonalisable

2−a)

Un calcul sans dificultés donne A2 =

 1 −2 2
2 −3 2
2 −2 1

 et A4 = (A2)2 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I

L’égalité A4 − I = (0) indique que le polynôme P = X4 − 1 est un polynôme annulateur de A.
D’après le cours on sait que l’ensemble des valeurs propres de A est inclus dans l’ensemble des
racines réelles de ce polynôme (cet ensemble de valeurs propres peut être vide ; on dit aussi que
les racines de P sont les valeur propres éventuelles de A).

P (x) = 0⇐⇒ x4 − 1 = 0⇐⇒ (x2 − 1)(x2 + 1) = 0⇐⇒ (x− 1)(x+ 1)(x2 + 1) = 0.

Les racines réelles de P sont 1 et −1

spect(A) ⊂ {−1, 1} ⇐⇒ spect(g) ⊂ {−1, 1}

2−b)
• Détermination de Ker(g − Id).

MatBc(g − Id) = A− I =

−1 2 −1
2 −6 4
3 −8 5


Soit u = (x, y, z) ∈ R3 ; u ∈ Ker(g − Id) ⇐⇒ (A − I)

x
y
z

 = (0). Cette égalité équivaut

successivement aux systèmes : −x+ 2y − z = 0
2x− 6y + 4z = 0
3x− 8y + 5z = 0

⇐⇒

 −x+ 2y − z = 0
x− 3y + 2z = 0 L2 ←− L2 + L1

3x− 8y + 5z = 0 L3 ←− L3 + 3L1

⇐⇒

−x+ 2y − z = 0
−y + z = 0
−2y + 2z = 0 L3 = 2L2, donc

⇐⇒

x = z
y = z
z ∈ R
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation

des oeuvres autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 18 pages.


