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EM-LYON 2012 option économique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

EM-LYON 2012 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

PARTIE I : ETUDE DE LA MATRICE B

1.

Soit λ ∈ R et X =

(
x
y

)
∈M2,1(R).

λ est valeur propre de B si et seulement si le système équivalent à l’équation BX = λX n’est pas
de Cramer.

BX = λX ⇐⇒
{
(2− λ)x+ 2y = 0 L1 ←→ L2

x+ (3− λ)y = 0

⇐⇒
{

x+ (3− λ)y = 0
(2− λ)x+ 2y = 0 L2 ←− L2 − (2− λ)L1

⇐⇒
{
x + (3− λ)y = 0

(2− (2− λ)(3− λ))y = 0

Le dernier système est triangulaire supérieur ;

il n’est pas de Cramer si et seulement si 2− (2− λ)(3− λ) = 0.

Or 2− (2− λ)(3− λ) = 0⇐⇒ 2− (λ2 − 5λ+ 6) = 0⇐⇒ −λ2 + 5λ− 4 = 0.

λ = 1 est une racine évidente à cette équation, l’autre vaut alors 4 (le produit des racines est
−4
−1 = 4)

spect(B) = {1; 4}

Remarque : on peut déjà affirmer que B est diagonalisable car c’est une matrice carrée d’ordre
2 admettant 2 valeurs propres distinctes (c’est une condition suffisante de diagonalisabilité).

Notons E(λ,B) le sous-espace propre de B associé à la valeur propre λ et rappelons que E(λ,B)

est un sous-espace vectoriel deM2,1(R). Soit X =

(
x
y

)
∈M2,1(R).

• X ∈ E(1, B)⇐⇒ x+ 2y = 0⇐⇒ x = −2y.

E(1, B) =
{
X =

(
x
y

)
∈M2,1(R) / x = −2y

}
=
{
X =

(
x
−x
2

)
∈M2,1(R) / x ∈ R

}
=
{
X = x

(
1
−1
2

)
∈M2,1(R) / x ∈ R

}
E(1, B) = vect

(( 1
−1
2

))
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• X ∈ E(4, B)⇐⇒ x− y = 0⇐⇒ x = y.

E(4, B) =
{
X =

(
x
y

)
∈M2,1(R) / x = y

}
=
{
X =

(
x
x

)
∈M2,1(R) / x ∈ R

}
=
{
X = x

(
1
1

)
∈M2,1(R) / x ∈ R

}
E(4, B) = vect

((
1
1

))
2.

Soit P =

(
1 1
−1
2

1

)
et D =

(
1 0
0 4

)
.

D’après la formule de changement de base pour les matrices carrées, B = PDP−1

3.

D2 =

(
1 0
0 16

)
= 5

(
1 0
0 4

)
− 4

(
1 0
0 1

)
. Donc D2 = 5D − 4I

D’après la question 2, D = P−1BP , donc D2 = P−1B2P (c’est un calcul classique du cours)

D2 = 5D − 4I ⇐⇒ P−1B2P = 5P−1BP − 4P−1IP
⇐⇒ P−1B2P = P−1(5B − 4I)P

On sait que si X,Y, Z sont trois matrices deM2(R) telles que X soit inversible, alors

XY = XZ ⇐⇒ Y = Z ainsi que Y X = ZX ⇐⇒ Y = Z.

En appliquant ce résultat à l’égalité précédente, on obtient successivement,

P−1B2P = P−1(5B − 4I)P ⇐⇒ B2P = (5B − 4I)P ⇐⇒ B2 = 5B − 4I

B2 = 5B − 4I

4.

0 n’appartient pas au spectre de B, donc B est inversible.

B2 = 5B − 4I ⇐⇒ 5B −B2 = 4I
⇐⇒ B(5I −B) = 4I ⇐⇒ B(5

4
I − 1

4
B) = I

Cette dernière égalité équivaut à :

B est inversible (cela on le savait déjà) et B−1 = 5
4
I − 1

4
B ∈ vect(I,B)

PARTIE I : ETUDE DUN ENDOMORPHISME DE M2(R)

1.

Il est immédiat que ∀M ∈M2(R), le produit AMB appartient àM2(R).

∀(M,N) ∈ (M2(R))2, ∀λ ∈ R, h(M + λN) = A(M + λN)B
= AMB + λANB = h(M) + λh(N)

L’application h est un endomorphisme deM2(R)

2.

D’après la question I−4, B est inversible

Les colonnes de A ne sont pas proportionnelles ; donc A est inversible
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