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HEC, ESCP-EAP, EM-LYON 2012 option économique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

HEC, ESCP-EAP, EM-LYON 2012 VOIE ECO

CORRIGE

EXERCICE

1)

Soit (x, y, z) ∈ R3 ;

(x, y, z) ∈ Ker f ⇐⇒


0 1

m
1
m2

m 0 1
m

m2 m 0


x

y
z

 =

 0
0
0



⇐⇒


1
my + 1

m2 z = 0

mx + 1
mz = 0

m2x+my = 0

Effectuons L1 ←− mL1 − L2 − 1
mL3 , opération légitime puisque m ≠ 0. On obtient le système

équivalent
−2mx = 0
mx + 1

mz = 0

m2x +my = 0

C’est un système de Cramer, il n’admet que la solution (0, 0, 0).

Ker f = {(0, 0, 0)}

Remarque : ne pas penser que l’on ne peut résoudre ce système qu’en utilisant une combinaison
linéaire ” astucieuse ” des 3 lignes. On peut appliquer la méthode traditionnelle de Gauss. On peut
faire successivement

L1 ←− m2L1 et L2 ←− mL2 ; on obtient

 my + z = 0
m2x + z = 0
m2x+my = 0

L1 ←→ L3, puis L2 ←− L2 − L1 ; on obtient

m2x+my = 0
−my + z = 0
my + z = 0

Enfin L3 ←− L3 + L2 ; on obtient

m2x+my = 0
−my + z = 0

2z = 0

D’après le théorème du rang, dim Im f = dimR3 − dimKer f = 3− 0 = 3.

Im f ⊂ R3 et dim Im f = dimR3 =⇒ Im f = R3. L’endomorphisme f est surjectif et on vient de
voir que f est injectif puisque Ker f = {(0, 0, 0)}, donc

f est un automorphisme de R3, sa matrice M est donc inversible
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2 HEC, ESCP-EAP, EM-LYON 2012 option économique

Remarque : on pouvait dire également : f est un endomorphisme injectif d’un espace de dimension
finie (dimR3 = 3), donc c’est un automorphisme.

2−a)

Le calcul sans difficulté donne M2 = M + 2I

2−b)
• M2 = M +2I ⇐⇒M2 −M − 2I = (0). Le polynôme Q : x 7→ x2 − x− 2 est annulateur (non
nul) de M . Il possède une racine évidente x = −1, donc Q(x) = (x+ 1)(x− 2)

D’après le cours, les seules valeurs propres possibles de M (donc de f) sont −1 ou 2

Rappelons que le sous-espace propre Eλ(M) de M associé à une valeur propre λ est un sous-espace
deM3,1(R). Le sous-espace propre Eλ(f) de f associé à la valeur propre λ est un sous-espace de
R3 et que

X =

x
y
z

 ∈M3,1(R) appartient à Eλ(M)⇐⇒ u = (x, y, z) ∈ R3 appartient à Eλ(f)

• Etude de E−1(M)x
y
z

 ∈ E−1(M) ⇐⇒


0 1

m
1
m2

m 0 1
m

m2 m 0


x

y
z

 = −

x
y
z



⇐⇒


x+ 1

my + 1
m2 z = 0

mx+ y + 1
mz = 0

m2x+my + z = 0

⇐⇒ m2x+my + z = 0 car L3 = m2L1 et L2 = mL1

Ceci prouve que E−1(M) ≠
{ 0

0
0

}
; c’est donc effectivement un sous-espace propre : −1 est une

valeur propre de M .

Poursuivons l’étude pour trouver une base de E−1(M).

E−1(M) = {

 x
y

−m2x−my

 / (x, y) ∈ R2} =
{
x

 1
0
−m2

+ y

 0
1
−m

 / (x, y) ∈ R2
}

Donc E−1(M) = vect
( 1

0
−m2

 ,

 0
1
−m

)
. De plus ces deux matrices (ou deux vecteurs)

forment une famille libre car ils ne sont pas proportionnels, on en conclut qu’ils forment une
base de E−1(M).

E−1(M) = vect
( 1

0
−m2

 ,

 0
1
−m

)
; dimE−1(M) = 2

• Etude de E2(M)x
y
z

 ∈ E2(M) ⇐⇒


0 1

m
1
m2

m 0 1
m

m2 m 0


x

y
z

 = 2

x
y
z



⇐⇒


−2x+ 1

my + 1
m2 z = 0

mx− 2y + 1
mz = 0

m2x+my − 2z = 0
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HEC, ESCP-EAP, EM-LYON 2012 option économique 3

Effectuons L2 ←− 2L2 +mL1 et L3 ←− 2L3 +m2L1 : on trouve
−2x+ 1

my + 1
m2 z = 0

−3y + 3
mz = 0

3my − 3z = 0

On remarque que L3 = −mL2, donc L3 ←− L3 +mL2 donne
−2x+ 1

my + 1
m2 z = 0

−3y + 3
mz = 0

0 = 0

Le système équivaut successivement à−2x+ 1
my + 1

m2 z = 0

−3y + 3
mz = 0

puis à

−2x+ 1
my + 1

m2 z = 0

y = 1
mz

et finalement à :

x = 1
m2 z

y = 1
mz

E2(M) =
{
z


1
m2

1
m
1

 / z ∈ R
}
= vect

(
1
m2

1
m
1

)

E2(M) = vect
( 1

m
m2

)
: dimE2(M) = 1

En conclusion : spect(M) = spect(f) = {−1, 2}

E−1(M) = vect
( 1

0
−m2

 ,

 0
1
−m

)
; E2(M) = vect

( 1
m
m2

)
E−1(f) = vect((1, 0,−m2), (0, 1,−m)) , E2(f) = vect((1,m,m2))

dimE−1(f) + dimE2(f) = 3 = dimR3 =⇒ f diagonalisable

Remarque : on aurait pu dire :

dimE−1(M) + dimE2(M) = 3 = dimM3,1(R) =⇒M (donc f) diagonalisable.

3)

Raisonnons avec l’endomorphisme f de R3 associé canoniquement à M .

On obtient une base de R3 formée de vecteurs propres de f en réunissant et ordonnant (ou en
concaténant) les deux bases précédentes de E−1(f) et E2(f). Cette base de R3 formée de vecteurs
propres de f est : B = ((1, 0,−m2), (0, 1,−m), (1,m,m2)).

Dans cette base, la matrice de f est D = Diag(−1,−1, 2) =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

.

La matrice de passage de la base canonique de R3 à la base B est P =

 1 0 1
0 1 m
−m2 −m m2

.

D’après le cours on a l’égalité : M = PDP−1.

Un calcul par récurrence classique (que nous laissons au soin du lecteur) donne :

∀n ∈ N, Mn = PDnP−1 avec la convention habituelle M0 = D0 = I.

∀n ∈ N, Mn = P

 (−1)n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 2n

P−1
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4 HEC, ESCP-EAP, EM-LYON 2012 option économique

4−a)
p ◦ q = (1

3
(f + Id)) ◦ (−1

3
(f − 2 Id))

= −1
9
(f + Id) ◦ (f − 2 Id)

= −1
9
(f2 − 2f ◦ Id+ Id ◦f − 2 Id2)

= −1
9
(f2 − f − 2 Id) car f ◦ Id = Id ◦f = f et Id2 = Id

On a vu à la question 2) que M2 −M − 2I = (0), donc f2 − f − 2 Id = Θ (endomorphisme nul de
R3)

Donc p ◦ q = Θ ; on montre de la même manière que q ◦ p = Θ

Plaçons nous dans la base B de la question précédente. Dans cette base, la matrice de p est

1
3
(D + I) = 1

3

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

+

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1


∀n ∈ N∗, pn a pour matrice

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

n

=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

. Donc ∀n ∈ N∗, pn = p

On montre de même que ∀n ∈ N∗, qn = q car la matrice de q dans la base B est

−1
3

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 2

− 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
=

 1 0 0
0 1 0
0 0 0

.

Attention, on a p0 = q0 = Id.

4−b)

p = 1
3
(f + Id)⇐⇒ f = 3p− Id. Les endomorphismes p et Id commutent, on peut donc développer

(3p− Id)n par la formule du binôme de Newton. Rappelons que p0 = Id et ∀k ∈ N∗, pk = p d’après
la question 4−a).
∀n ∈ N∗, fn = (3p− Id)n

=

n∑
k=0

(
n
k

)
(3p)k ◦ (− Id)n−k

=

(
n
0

)
(3p)0 ◦ (− Id)n +

n∑
k=1

(
n
k

)
(3p)k ◦ (− Id)n−k

= (−1)n Id+
n∑

k=1

(
n
k

)
3kpk ◦ (−1)n−k Id

= (−1)n Id+
n∑

k=1

(
n
k

)
3k(−1)n−kp ◦ Id

= (−1)n Id+
n∑

k=1

(
n
k

)
3k(−1)n−kp

= (−1)n Id+
( n∑

k=1

(
n
k

)
3k(−1)n−k

)
p

= (−1)n Id+
( n∑

k=0

(
n
k

)
3k(−1)n−k − (−1)n

)
p

= (−1)n Id+((3− 1)n − (−1)n)p
= (−1)n Id+(2n − (−1)n)p

Remarquons que p+ q = (1
3
(f + Id)) + (−1

3
(f − 2 Id)) = Id, donc

fn = (−1)n(p + q) + (2n − (−1)n)p = 2np + (−1)nq. Ce résultat s’applique pour n = 0 car
20p+ (−1)0q = p+ q = Id = f0
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∀n ∈ N, fn = 2np+ (−1)nq

4−c)
Dans la base canonique de R3, l’égalité précédente s’écrit :

∀n ∈ N, Mn = 2n

3
(M + I)− (−1)n

3
(M − 2I)

=
2n + 2(−1)n

3
I +

2n + (−1)n+1

3
M

Les matrices I et M ne sont pas proportionnelles, elles forment une famille libre. Par conséquent
il existe une seule suite (an) et une seule suite (bn) répondant à l’égalité Mn = anI + bnM .

∀n ∈ N, an =
2n + 2(−1)n

3
et bn =

2n + (−1)n+1

3

4−d)
On sait que M est inversible puisque 0 n’est pas valeur propre de M .

Faisons un raisonnement par récurrence.

• Initialisation : M2 −M − 2I = (0)⇐⇒M(M − I) = 2I ⇐⇒M
(
1
2
(M − I)

)
= I.

Donc M−1 = 1
2
(−I +M) = −1

2
I + 1

2
M .

a−1 = 1
3
(1
2
− 2) = 1

3
−3
2

= −1
2
; b−1 = 1

3

(
1
2
+ 1

)
= 1

3
3
2
= 1

2
.

• Supposons que pour un entier n ∈ N fixé, M−n = a−nI + b−nM .

M−(n+1) = M−n−1 = M−nM−1

= (a−nI + b−nM)1
2
(−I +M) (par hypothèse de récurrence)

1
2
(−a−nI + a−nM − b−nM + b−nM

2)

= 1
2
(−a−nI + a−nM − b−nM + b−n(2I +M)) car M2 = 2I +M

= 1
2

(
(2b−n − a−n)I + a−nM

)
Calculons.

1
2
(2b−n − a−n) = 1

2
(
2(2−n + (−1)−n+1

3
)− 2−n + 2(−1)−n

3
)

= 1
6
(2.2−n − 2−n + 2(−1)−n+1 − 2(−1)−n) = 1

6
(2−n + 4(−1)−n+1))

= 1
3
(2

−n

2
+ 2(−1)−n+1) = 1

3
(2−n−1 + 2(−1)−n−1) car (−1)−n+1 = (−1)−n−1(−1)2

= 1
3
(2−(n+1) + 2(−1)−(n+1)) = a−(n+1).

1
2
a−n =

2−n + 2(−1)−n

6
= 2−n

2× 3
+

(−1)−n

3

=
2−(n+1) + (−1)−(n+1)+1

3
= b−(n+1)

La propriété est héréditaire et par principe de récurrence,

∀n ∈ Z, Mn = anI + bnM avec an =
2n + 2(−1)n

3
et bn =

2n + (−1)n+1

3
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