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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2013

EM LYON 2013 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

Partie I : calcul d’une intégrale dépendant d’un paramètre

1)

Sur l’intervalle ]0, 1], la fonction g est continue en tant que produit de fonctions
continues sur cet intervalle.

Par croissances comparées, lim
t→0+

t ln t = 0 = g(0), donc g est continue en 0 à droite et

par suite,

la fonction g est continue sur [0, 1]

2)

Posons u(t) = − ln t =⇒ u′(t) = −1
t
et v′(t) = t⇐= v(t) = t2

2
; les fonctions u et v sont de

classe C1 sur ]0, 1], l’intégration par parties est légitimée.

∀x ∈ ]0, 1[,

∫ 1

x

g(t)dt =
[
− t2

2
ln t

]1
x
+

∫ 1

x

t
2
dt

= x2

2
lnx+

[
t2

4

]1
x

∀x ∈ ]0, 1],

∫ 1

x

g(t)dt = x2

2
lnx− x2

4
+ 1

4

3)

Par croissances comparées, lim
x→0+

x2 lnx = 0, donc lim
x→0+

(x
2

2
lnx− x2

4
+ 1

4
) = 1

4
.

Par définition d’une intégrale convergente,

∫ 1

0

g(t)dt = 1
4

Remarque : en fait, il ne s’agit pas de convergence d’intégrale puique la fonction g
est continue sur [0, 1].
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Partie II : exemple de densité

1)

Remarquons que, pour tout t ∈ ]0, 1[, f(t) = g(t) + t
1
3 .

D’après la question I−1), la fonction f est continue sur ]0, 1[ en tant que somme de
fonctions continues sur cet intervalle.

Sur ]−∞, 0[ ∪ ]1,+∞[, la fonction f est continue puisqu’elle y est nulle.

lim
t→1−

f(t) = lim
t→1−

(−t ln t+ t
1
3 ) = 1. Or f(1) = 0, donc f n’est pas continue au point 1 car

elle y est discontinue à gauche.

lim
t→0+

f(t) = lim
t→0+

(−t ln t + t
1
3 ) = 0, par croissances comparées. De plus, lim

t→0−
f(t) = 0

puisque f est nulle sur ]−∞, 0[. Or f(0) = 0, conclusion : f est continue au point 0.

La fonction f est continue sur ]−∞, 0[, continue au point 0, continue sur ]0, 1[, donc
f est continue sur ]−∞, 1[.

La fonction f est continue sur R − {1} et discontinue en 1 à gauche

2)

* L’intégrale
∫ 0

−∞
f(t)dt converge et vaut 0 car f est nulle sur ]−∞, 0].

* Sur [1,+∞[, f est nulle, donc
∫ +∞

1

f(t)dt converge et vaut 0.

* L’intégrale
∫ 1

0

f(t)dt est impropre en 1 uniquement, puisque f est continue sur

[0, 1[. On sait que lim
t→1−

f(t) = 1, d’après la question I−1), donc la restriction de f à

l’intervalle [0, 1[ est prolongeable par continuité en 1 et par suite

l’intégrale
∫ 1

0

f(t)dt est faussement impropre donc convergente

* Calcul de l’intégrale

∀t ∈ [0, 1[, f(t) = g(t) + t
1
3 . De plus lim

t→1−
f(t) = 1 = g(1) + 1

1
3 . Cela permet de dire que la

restriction de f à [0, 1] est t 7→ g(t) + t
1
3 . Par linéarité des intégrales convergentes,∫ 1

0

f(t)dt =

∫ 1

0

g(t)dt+

∫ 1

0

t
1
3 dt

= 1
4
+

[
3
4
t
4
3

]1
0

(d’après la question I−3)

= 1
4
+ 3

4 ∫ 1

0

f(t)dt = 1

3)

Finalement,

f est continue sur R privé du point 1,

l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(t)dt =

∫ 0

−∞
f(t)dt +

∫ 1

0

f(t)dt +

∫ +∞

1

f(t)dt = 1 d’après les résultats

précédents et d’après la relation de Chasles pour les intégrales convergentes,
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f est nulle sur ]−∞, 0]∪[1,+∞] et positive sur ]0, 1[ puisque, sur cet intervalle −t ln t > 0,

ainsi que t
1
3 , donc f est positive ou nulle sur R,

tout cela permet de conclure : f est une densité de probabilité

4−a)
Sur l’intervalle ]0, 1[, la fonction f est de classe C2 en tant que somme de fonctions
de classe C2 sur cet intervalle.

∀t ∈ ]0, 1[, f ′(t) = − ln t− 1 + 1
3
t−

2
3

f ′′(t) = −1
t
− 2

9
t−

5
3 < 0

Remarque : ce résultat est en fait valable sur ]0, 1].

4−b)
La fonction f ′ est strictement décroissante sur ]0, 1]. D’où le tableau de variations :

t 0 1

f ′ +∞ ↘ −2
3

Explication des bornes :

f ′(1) = −1 + 1
3
= −2

3
.

f ′(t) = − ln t− 1 + 1

3t
2
3

Par croissances comparées, lim
t→0+

− ln t = +∞, par ailleurs, lim
t→0+

3t
2
3 = 0+, donc

lim
t→0+

1

3t
2
3

= +∞ et par suite lim
t→0+

f ′(t) = +∞.

• La fonction f ′ est continue, strictement décroissante sur ]0, 1], donc elle réalise une
bijection de cet intervalle sur son image [−2

3
,+∞[ d’après le tableau de variations.

Or 0 ∈ [−2
3
,+∞[, donc ∃ !α ∈]0, 1] / f ′(α) = 0 ; remarquons que α < 1 puisque

f ′(1) < 0 = f ′(α).

∃ !α ∈ ]0, 1[ / f ′(α) = 0

• f ′(1e ) = − ln(1e )− 1 + 1

3e
2
3

= 1− 1 + 1

3e
2
3

= 1

3e
2
3

> 0.

f ′(1e ) > 0 = f ′(α) et f ′ strictement décroissante sur ]0, 1[ implique 1
e < α.

∃ !α ∈ ] 1e , 1[ / f ′(α) = 0

4−c)
PROGRAM EMLYON2013 ;

var a,b,c : real ;

function f(x : real) : real ;

var y : real ;

begin y := -x*ln(x)+exp((ln(x))/3) ;

f := y ;

end ;
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BEGIN

a := 1/exp(1) ; b := 1 ; c :=(a+b)/2 ;

while (b-a > 0.001) do begin

if f(c) >0 then a := c else b := c ;

c :=(a+b)/2 ;

end ;

write(’alpha =’,c) ;

END.

Partie III : calcul d’une fonction de répartition

1)

En reprenant le calcul de la question II−2), il vient

∀x ∈ [0, 1],

∫ 1

x

f(t)dt =

∫ 1

x

g(t)dt+

∫ 1

x

t
1
3 dt

= x2

2
lnx− x2

4
+ 1

4
+ 3

4

[
t
4
3

]1
x

= x2

2
lnx− x2

4
+ 1

4
+ 3

4
(1− x

4
3 )

∀x ∈ [0, 1],

∫ 1

x

f(t)dt = x2

2
lnx− x2

4
+ 1− 3

4
x
4
3

2)

∀x ∈ R, F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt

• Si x ≤ 0, alors ] −∞, x] ⊂ ] −∞, 0], donc f est nulle sur l’intervalle d’intégration
]−∞, x] et par conséquent :

∀x ≥ 0, F (x) = 0.

• Si x ≥ 1, alors f est nulle sur [1, x], donc
∫ x

1

f(t)dt = 0. Dans ces conditions,

F (x) =

∫ 0

−∞
f(t)dt+

∫ 1

0

f(t)dt+

∫ x

1

f(t)dt

(relation de Chasles pour les intégrales convergentes)
= 0 + 1 + 0 d’après la question II−2)

∀x ∈ [1,+∞[, F (x) = 1

• Si x ∈ ]0, 1[,

F (x) =

∫ 0

−∞
f(t)dt+

∫ 1

0

f(t)dt+

∫ x

1

f(t)dt

(relation de Chasles pour les intégrales convergentes)

= 1−
∫ 1

x

f(t)dt = 1− (x
2

2
lnx− x2

4
+ 1− 3

4
x
4
3 ) (d’après la question III−1)

∀x ∈ ]0, 1[, F (x) = −x2

2
lnx+ x2

4
+ 3

4
x
4
3

En résumé, F (x) =


0 si x ≤ 0

−x2

2
lnx+ x2

4
+ 3

4
x
4
3 si 0 < x < 1

1 si x ≥ 1
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