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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2013

HEC-ESCP-EM-lyon 2013 VOIE E

CORRIGE

EXERCICE

Remarque : nous utiliserons la notation P au lieu de P (X), notation qui est plus
conforme au programme.

1−a)

dimE = 4

1−b)
Soit (P,Q) ∈ E2 et α ∈ R.
f(αP +Q) = −3X(αP +Q) +X2(αP +Q)′

= −3X(αP )− 3XQ+X2(αP ′ +Q′)
grâce à la linéarité de la dérivation

= α(−3XP +X2P ′) + (−3XQ+X2Q′)
= αf(P ) + f(Q)

f est linéaire

D’autre part, écrivons P = aX3 + bX2 + cX + d ;
f(P ) = −3X(aX3 + bX2 + cX + d) +X2(3aX2 + 2bX + c)

= −3aX4 − 3bX3 − 3cX2 − 3dX + 3aX4 + 2bX3 + cX2

= −bX3 − 2cX2 − 3dX

Ceci prouve que f(P ) ∈ E

f est un endomorphisme de E

1−c)
Utilisons le résultat précédent : f(aX3 + bX2 + cX + d) = −bX3 − 2cX2 − 3dX.

P = 1 correspond à a = b = c = 0 et d = 1 ; f(1) = −3X ;

P = X correspond à a = b = d = 0 et c = 1 ; f(X) = −2X2 ;

P = X2 correspond a a = c = d = 0 et b = 1 ; f(X2) = −X3 ;

P = X3 correspond à b = c = d = 0 et a = 1 : f(X3) = 0E (polynôme nul de E)

La matrice M est : M =


0 0 0 0
−3 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −1 0


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1−d)
La matrice M est triangulaire inférieure ; ses valeurs propres sont ses termes

diagonaux : 0 est la seule valeur propre de M , donc de f

• 0 est valeur propre de M , donc la matrice M n’est pas inversible

Remarque : on aurait pu dire ; f(X3) = 0E, donc le polynôme P = X3 appartient
au noyau de f . Par suite Ker f ≠ {0E}, f n’est pas injective, donc n’est pas bijective :
ceci veut dire que M n’est pas inversible.

• Si M est diagonalisable, elle est semblable à une matrice diagonale deM4(R), sur
la diagonale de laquelle il y a la valeur propre 0 ; M est semblable à la matrice nulle
de M4(R).

Il existe une matrice P ∈ M4(R), inversible, telle que M = P (0)P−1 où (0) est la
matrice nulle de M4(R) ; on a alors M = (0), ce qui est manifestement faux.

La matrice M (donc l’endomorphisme f) n’est pas diagonalisable

Un calcul sans difficulté donne : M2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
6 0 0 0
0 2 0 0

 ; M3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−6 0 0 0

 ;

M4 = (0).

∀n ≥ 4, ∃ p ∈ N / n = 4 + p ; Mn =M4+p =M4.Mp = (0)Mp = (0).

M2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
6 0 0 0
0 2 0 0

 ; M3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
−6 0 0 0

 ; ∀n ≥ 4, Mn = (0)

1−e)
Utilisons à nouveau le résultat : f(aX3 + bX2 + cX + d) = −bX3 − 2cX2 − 3dX.
P = aX3 + bX2 + cX + d ∈ Ker f ⇐⇒ −bX3 − 2cX2 − 3dX = 0E

⇐⇒ b = c = d = 0
⇐⇒ P = aX3

Ker f = {P = aX3 / a ∈ R} = vect(X3). Le polynôme X3 n’est pas nul, c’est donc une
base de Ker f .

Ker f = vect(X3) ; dimKer f = 1

1−f)
D’après le théorème du rang, dim Im f = dimE − dimKer f = 4− 1 = 3.

D’après le cours, Im f = vect(f(1), f(X), f(X2), f(X3)) = vect(−3X,−2X2,−X3, 0E) =
vect(−3X,−2X2,−X3). La famille (−3X,−2X2,−X3) est génératrice de Im f , son cardinal
vaut 3, qui est la dimension de Im f , donc c’est une base de Im f .

On sait qu’on obtient une autre base en divisant chacun des vecteurs précédents par
un réel non nul ; donc (X,X2, X3) est une base de Im f .

Im f = vect(X,X2, X3) ; dim Im f = 3

Remarque : on n’a pas besoin du théorème du rang pour donner une base de Im f ;
en effet, les polynômes −3X,−2X2,−X3 sont de degrés deux à deux distincts (on dit
aussi qu’ils sont échelonnés en degrés), ils forment donc une famille libre et par suite
une base de Im f .
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Du même coup, le théorème du rang donne dimKer f = 1 ; le polynôme X3 appartient
au noyau de f (voir la question 1−b), c’est un vecteur non nul d’un espace de
dimension 1, il en forme donc une base.

Cela pour dire que l’interversion des questions e) et f) aurait permis des démonstra-

tions plus élégantes et sans calculs.

2−a)
Soit (a, b, c, d) ∈ R4 / aP+bu(P )+cu2(P )+du3(P ) = 0E Prenons l’image des deux membres
de cette égalité successivement par u, u2 et u3. Rappelons que ∀n ≥ 4, Mn = (0) ⇐⇒
∀n ≥ 4, un = 0E (endomorphisme nul de E).

On obtient le système suivant dans lequel on a utilisé la linéarité de u, u2 et u3.
aP + bu(P ) + cu2(P ) + du3(P ) = 0E

au(P ) + bu2(P ) + cu3(P ) = 0E
au2(P ) + bu3(P ) = 0E

au3(P ) = 0E

La dernière égalité donne a = 0 puisque u3(P ) ≠ 0E ; puis la troisième équation donne
b = 0 pour la même raison, puis la deuxième donne c = 0 et finalement la première
donne a = 0.

Finalement aP + bu(P ) + cu2(P ) + du3(P ) = 0E =⇒ a = b = c = d = 0 : la famille
(P, u(P ), u2(P ), u3(P )) est libre

(P, u(P ), u2(P ), u3(P )) est une famille libre de
4 vecteurs dans E de dimension 4 :

(P, u(P ), u2(P ), u3(P )) est une base de E

2−b)
g = IdE +u + u2 + u3 est une combinaison linéaire d’endomorphismes de E, c’est un
endomorphisme de E.

Considérons la base précédente de E et écrivons la matrice de u dans cette base.
Notons U cette matrice ; on rappelle qu’elle se forme en mettant en colonne les
coordonnées de u(P ), u(u(P )), u(u2(P )), u(u3(P )) dans la base (P, u(P ), u2(P ), u3(P )).

U =


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0



Les matrices de u2 et u3 dans cette base sont respectivement U2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0

 et

U3 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 ; il en résulte que la matrice G de g, dans cette base étant égale

à I4 + U + U2 + U3,

G =


1 0 0 0
1 1 0 0
1 1 1 0
1 1 1 1


La matrice G est triangulaire inférieure, aucun terme diagonal n’est nul, donc

G est inversible, donc g est un automorphisme de E
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• Détermination de g−1 ; pour cela déterminons de G−1.

Soit A =


a
b
c
d

 ∈M4,1(R) et B =


x
y
z
t

 ∈M4,1(R). Alors

G.B = A ⇐⇒ B = G−1.A Résolvons donc le système représentatif de G.B = A,
d’inconnue B.

G.B = A ⇐⇒


x = a
x+ y = b
x+ y + z = c
x+ y + z + t = d

⇐⇒


x = a
y = b− a
z = c− b
t = d− c

Sous forme matricielle, ce résultat s’écrit :


x
y
z
t

 =


1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1



a
b
c
d



G−1 =


1 0 0 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1

 = I4 − U ; donc g−1 = IdE −u

Remarque : une autre méthode utilisant le fait que les puissances de u commutent
entre elles, avec l’identité et que uk = 0E pour k ≥ 4.

g = IdE +u+u2+u3, donc g ◦u = u+u2+u3+u4 = u+u2+u3 = g−IdE grâce à la première
égalité ; par suite g ◦ u = g − IdE, soit IdE = g − g ◦ u = g ◦ (IdE −u).
Comme g ◦ (IdE −u) = (IdE −u) ◦ g, on conclut que g−1 = IdE −u.
Les étudiants savent peut-être que, g et (IdE −u) étant des endomorphismes d’un
espace de dimension finie, l’égalité g ◦ (IdE −u) = IdE suffit pour prouver que g est
bijectif et que g−1 = IdE −u.
La même idée présentée différemment ;

soit Q ∈ E, on cherche T ∈ E / Q = g(T ) ; on aura bien T = g−1(Q), d’où g−1.

g(T ) = Q⇐⇒ T + u(T ) + u2(T ) + u3(T ) = Q ; prenons l’image des deux termes par u ; il
vient u(T ) + u2(T ) + u3(T ) = u(Q) ; par différence entre les deux égalités, on obtient

T = Q− u(Q) = (IdE −u)(Q) ; d’où g−1 = IdE −u.
2−c)
• Soit Q ∈ Keru, alors u(Q) = 0E, donc u2(Q) = u3(Q) = 0E ; (g − IdE)(Q) =
(u+ u2 + u3)(Q) = u(Q) + u2(Q) + u3(Q) = 0E. Conclusion : Q ∈ Ker(g − IdE).

Keru ⊂ Ker(g − IdE)

• Soit Q ∈ Ker(g − IdE) ; on a u(Q) + u2(Q) + u3(Q) = 0E . (*)

Prenons l’image des deux membres de l’égalité par u2 ; on a

u3(Q) + u4(Q) + u5(Q) = 0E ⇐⇒ u3(Q) = 0E car u4 et u5 sont des endomorphismes nuls.

L’égalité (*) devient : u(Q) + u2(Q) = 0E . (**)

Prenons l’image des deux termes par u, il vient u2(Q) + u3(Q) = 0E ⇐⇒ u2(Q) = 0E.
L’égalité (**) devient u(Q) = 0E, c’est-à-dire Q ∈ Keru.

Ker(g − IdE) ⊂ Keru

Keru = Ker(g − IdE)
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