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EXERCICE

1. On considére R? muni de sa base canonique (e;, ez, e3) ; soit ¢ ’endomorphisme de R3, dont la matrice
associée T relativement & cette base s’écrit :

111
T=1010
010

Calculer les valeurs propres de t. Déterminer les sous-espaces propres de t associés, et donner une base
de chacun d’entre eux.
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Est-il bijectif ?

L’objet des questions suivantes est une généralisation des résultats précédents.

2. Soit m un entier de N*. On considére l'espace vectoriel R?*t! muni de sa base canonique
(e1,€2,...,ean+1). Soit t 'endomorphisme de R?"+! défini par :

e pour tout entier i de [1,2n+ 1], aveci #n+ 1 : t(e;) = e ;

o t(ent1) =e1+ex+ - +eamqr.

a) Déterminer la matrice T associée & I’endomorphisme ¢ relativement & la base (e, e, ..., €2n41)-

b) Déterminer le rang de ¢, ainsi que la dimension du noyau de t.

c) Justifier que 0 est valeur propre de t. Déterminer la dimension du sous-espace propre associé & la valeur
propre 0, ainsi qu’une base de ce sous-espace.

3. Montrer que Im(t o t) C Im(t), ot Im(u) désigne I'image d’un endomorphisme u de R?"+1,

4. Soit ¢ 'endomorphisme défini sur Im(t) par : pour tout = de Im(t), (z) = t(z).
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2n+1
Etablir que B = (el, Z ei) constitue une base de Im(¢). Ecrire la matrice associée & ¢ relativement &

=1

la base B.
5. a) Soit A une valeur propre non nulle de ¢, et  un vecteur propre associé & . Montrer que z appartient
a Im(2).

b) En déduire toutes les valeurs propres de t. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

PROBLEME

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont considérées comme définies sur
des espaces probabilisés non nécessairement identiques, mais qui, par souci de simplification, seront tous
notés (2, A, P).

Partie I

1
1. On consideére la fonction g définie sur R par : g(z) = 3 % e~lel,

0

+co
a) Montrer que les intégrales / g(z)dz et / g(z)dz sont convergentes et de méme valeur.
0

—0o0

b) Etablir que g est une densité de probabilité sur R.

Soit Y une variable aléatoire & valeurs réelles admettant g pour densité. On dit que Y suit la loi £(0).

2. Etudier les variations de g et tracer l'allure de sa représentation graphique dans le plan rapporté & un
repére orthonormé.

3. a) Montrer, pour tout 7 de N, I'existence du moment m,.(Y’) d’ordre r de la variable aléatoire Y.

b) Calculer, pour tout 7 de N, m,(Y) en fonction de r. Quelles sont les valeurs de I’espérance E(Y) et
de la variance V(Y') de la variable aléatoire Y ?

4. a) Déterminer la fonction de répartition G de Y.

b) Etablir que G est une bijection de R sur 10,11

1
c¢) Montrer que ’équation G(z) = 3 admet une unique solution que I’on déterminera.
d) Etablir que la fonction qui, & tout réel z associe G(z)(1 — G(z)), est paire.

5. a) Montrer que ’application réciproque G~! de G est définie par :

_ In(2z) i0<z<1/2
G 1(’”)z{flng(cz(l—gg)) : 1/22x<1

b) Ecrire une fonction Pascal dont I’en-téte est Laplace qui permet de simuler la loi £(0). On rappelle
que la fonction random permet de simuler en Pascal une loi uniforme sur 0, 1[.

6. Pour tout entier n de N*, on considére la fonction g, définie par :

9n(2) = g(2)(1 + ze™™*)

Montrer que g, définit une densité de probabilité sur R.

Pour tout n de N*, on désigne par Y;, une variable aléatoire de densité g,, et on note G,, la fonction de
répartition de Y,.

, 1
7. a) Etablir pour tout réel z, la majoration suivante : |G,(z) — G(z)| < - X G(z).

b) En déduire que la suite de variables aléatoires (Y, )n>1 converge en loi vers la loi £(0).

2
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Partie I1

Soit § un parameétre réel inconnu et X une variable aléatoire & densité. On dit que X suit la loi L(), si

—lz—6]
une densité f de X est donnée par : pour tout z réel, f(z) = 5
Soit n un entier naturel . On considére un (2n+1)-échantillon (X3, Xs,. .., Xan+1) de variables aléatoires

réelles indépendantes et de méme loi L£(6).

1. a) Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X.

b) En déduire que la variable aléatoire (X — 6) suit la loi £(0) définie dans la partie I.
c) Calculer ’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

d) Résoudre I’équation F(z) = 1/2.

2. Soit z un réel fixé. Pour tout ¢ de [1,2n + 1], on note Z; la variable aléatoire de Bernoulli telle que

P([Z; = 1)) = P([Xi < z]).

a) Etablir I’indépendance des variables aléatoires Z;, Zs,. .., Zon41.
2n+1
b) Soit Szn1 la variable aléatoire définie par : Sons1 = » . Z;. Quelle est la loi de probabilité de Spn41 ?
=1
Préciser 'espérance et la variance de Sop41.
1 2n+1
3. X =—
On pose Xon+1 1 2

a) Montrer que 72n+1 est un estimateur sans biais du parametre 6.

b) Calculer le risque quadratique de X2, en 6.

Partie III

Le contexte de cette partie est identique a celui de la partie précédente.

Pour tout w de 2, on réordonne par ordre croissant les réels X;(w), X2( ), - X2n+1(w), et on note
)/(\1(0.)) )/(\2( ), .., X2nt1(w), les nombres ainsi ranges c'est-a-dire que X; (w) < X2( )< - < X2n+1( ).
On définit ainsi (2n + 1) variables aléatoires Xl,Xz, X2n+1 telles que X1 < X2 <o < X2n+1, qui
constituent un réarrangement par ordre croissant des vana.bles aléatoires X1, Xa,... ,X2n+1. On admet
que P([X; < X3 <+ < Xons1]) = 1.

On s’intéresse dans cette partie a la variable aléatoire X, ;.

1. a) Pour tout réel z, justifier ’égalité entre événements suivante : [Xpi1 < 2] = [Song1 =n+1).

b) En déduire la fonction de répartition ﬁn+1 de Xn+1 en fonction de F (on exprimera cette fonction
sous forme d’une somme que l'on ne cherchera pas & calculer).

2. On note fn+1 une densité de Xn+1, et gn+1 une densité de ( nt1 — 0).

. 1 2 1
a) Etablir pour tout j de [0, 2n], ’égalité suivante : (j + 1) (2;_:-1 ) =2n—-j+ 1)( nJ-i— )
b) En déduire, pour tout x réel, I'égalité :

Fonile) = %(F( 2)"(1 - F(@))"f(2)
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c) Etablir, pour tout x réel, I’égalité suivante :

Grs (2) = (2—%;)—21”(6:@))"(1 —Ge))g(=)

ou g et G ont été définies dans la partie I.

d) En utilisant la question I1.4.d, montrer que )?TH-I est un estimateur sans biais du parameétre 6.

3. Dans cette question, on étudie le comportement de la suite ()?n+1)neN, lorsque n tend vers +oc.
On désigne par ﬁnﬂ une densité de la variable aléatoire /2n + 1()?n+1 —6).

a) Montrer que pour tout réel z, on a :

bonto)= e < B (o () (- () o ()
S el ()2 ot 1 I f 1 IN\Vont1
b) Ecrire, lorsque u tend vers 0, le développement limité & 'ordre 2 de e ™%, et le développement limité a
Pordre 1 de In(1 — u).

c) Soit z un réel fixé. Montrer que lorsque n tend vers 400, on a :

(1) (-¢(mm)) - i 0w (@)

n
e . n T x .2

d) En déduire que : nllrl:fr—loo[l [G (——\/5-_7.;:___:*-_—1) (1 -G (—2—7-”/T—-—1>)] — e /2,
e) On admet que lorsque n tend vers +o0, on a :

(271) N 1 N 1

n 4m

Montrer alors que pour tout réel z, on a :
E 1 —z2/2

lim ——e

) =
n—+oo 'n+1( ) \/Zl'-
4. On admet que le résultat de la question précédente entraine la convergence en loi de la suite de variables
aléatoires (v/2n + 1(X,+1 — 0))n vers une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite.

Montrer qu'un intervalle de confiance [I,,, J,] pour le parameétre 6 au risque o = 0.05, est donné par :

N 1.96 s 1.96

L=Xp11——— et Jp=Xp11 + —
Y ey | SV, vy
(on rappelle que si ® désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, on a

$(1.96) ~ 0.975).
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CORRIGE
EXERCICE
1)
e Le réel X est valeur propre de T (et de t) si et seulement si 'équation (T — Al5)X = (0)
T
d’inconnue X = | y | admet une autre solution que la solution X = (0).
z
I=XNz+y+z =0
(T-X3)X =(0) = (1-=MNy =0
Y — Az =0
I=XNz+z4+y =0
— —Az+y =0 (S)

1-XNy =0
Ce systeme est triangularisé : il admet une autre solution que la solution nulle si et seulement si
I'un des termes diagonaux est nul.

Les valeurs propres de T sont 0 et 1

e Détermination des sous-espaces propres F(\, )

x Pour A = 0, on doit résoudre le systeme (S) ; on obtient

u=(z,y,2) € E(0,t) <:>{x+y—|—; zg
N
y =0
E0,t) ={u=(,y,2) ER® /2= —z,y=0}
={u=(2,0,—z) € R® / z € R}
E(0,t) = vect((1,0,—1)) : dim E(0,t) = 1 puisque (1,0, —1) # (0,0,0)
* Pour A\ = 1.
. z+y =0
u=(xz,y,2) € E(L,t) <:>{z+y —0
y =0

u=(r,y,2) ER® / 2=y =0}
u=(2,0,0) € R® / z € R}

E(1,t) = vect((1,0,0)) : dim E(1,¢) = 1 puisque (1,0,0) # (0,0,0)

dim E(0,t) + dim E(1,t) = 2 # dim R : 'endomorphisme ¢ n’est pas diagonalisable
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2 HEC, ESCP, LYON 2007 voie E

o Kert=ZKer(t—0Idg) = E(0,t) # {Og} : | t n’est pas injectif, donc il n’est pas bijectif

Remarque : On aurait pu dire aussi : 0 est valeur propre de ¢, donc ¢ n’est pas bijectif.

2.a)
Nous noterons E = R?"+1,
Ecrivons la matrice T' de ¢t dans la base canonique B = (eq,...,e2,41) de E.
11 ... 1 11 1 1
00 ... 001 0 ... 00
T =
00 ... 010 ... 00
Pour tout ¢ € [1,2n + 1], on a écrit en colonnes les coordonnées de t(e;) dans la base canonique
de £ :
sii#n+1, alors t(e;) = (1,0,...,0) et t(enr1) = (1,1...,1).
2.b)

On sait d’apres le cours que
Im¢ = vect(t(er),t(ea), .., t(ent1)s---,t(€an),t(eant1))

2n+1
= vect(ey, e1,. .., Z €y €1y -, €1)
k=1
2n+1
= vect(ey, Z er)
k=1
Ces deux vecteurs ne sont évidemment pas proportionnels, donc
2n+1
Imt = vect(eq, Z er) et dimIm¢ =2
k=1

D’apres le théoreme du rang, | dimKert =2n+1 —dimImt =2n — 1

2.c)

Nous savons que 2n — 1 > 1 puisque n > 1, donc Kert # {Og} : c’est donc le sous-espace propre
associé a la valeur propre A = 0.

Pour donner une base de E(0,t) = Kert, il suffit de trouver 2n — 1 vecteurs de Ker¢ linéairement
indépendants.

D’apres I’énoncé, Vk € [2,2n+1], kK #n+1, on at(ey) = t(e1), ce qui veut dire t(e1) —t(ex) = Op,
soit t(@l — ek) =0g

Cela signifie que le vecteur up, = e; — e pour k € [2,2n 4+ 1], k # n + 1, est un vecteur de Kert.
Puisque k peut prendre 2n — 1 valeurs (les 2n valeurs de [2,2n + 1] exceptée la valeur n + 1), on
a ainsi obtenu 2n — 1 vecteurs de Ker ¢.

Vérifions que ces vecteurs forment une famille libre de E.

2n+1
Soit (ag, ..., an,Gnia,---,a2n11) € R~ L tel que E arur = 0. Cette égalité équivaut successsivement a :
k=2
k#n+1
2n+1
g ap(er —ex) =0p
k=2
k#n+1
2n+1 2n+1
( E ag)e; — E arer, soit finalement &
k=2 k=2
k#n-+1 k#n+1
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2n+1
Z ap =0etVk / k€ [2,2n+1] —{n+1}, ar = 0 puisque la famille (eq,...€,, €nt2,...,€2n+1)

k=2
k#n41

est une famille libre en tant que sous-famille de la base canonique.
On obtient immédiatement que Vk € [2,2n + 1] — {n + 1}, ax = 0.

La famille uy pour 2 < k < 2n+1, k # n+ 1 est une famille libre de 2n — 1
vecteurs dans un espace de dimension 2n — 1 : ¢’en est donc une base.

E(0,t) a donc pour dimension 2n — 1 et pour base la famille uy, olt uy = e; — ey,
pour2<k<2n+1, k#n+1

E(0,t) = vect(ug, s, -« ., Up, Un 42, - -, Udpt1) AVEC Uk = €1 — €

3)
Vo € Im(tot), Jue E /v = (tot)(u);or (tot)(u) =t(t(u)) et puisque t(u) est un vecteur de F,
si on le note w, on aura v = t(w). Ceci prouve que v € Im¢.

Vv € Im(tot), v € Imt veut dire Im(t ot) C Imt

)

2n+1
o B= (e, Z ex) est une base de Im¢ résulte de la question 2.b). Pour écrire la matrice de ¢,

k=1
2n+1

nous devons exprimer t(e;) et #( Z er) dans la base B.
k=1

t(el) = t(el) = €1
2n+1 2n+1

(Y en) =t en)

k=1 k=1
2n+1

= > tler)

k=1
2n—+1

= ) tlex) +tlensr)
k=1
k#n+1
2n—+1 2n+1

= Z €1+Zek
k=1

k=1
k#n+1
2n—+1

2neq; + Z ek
k=1

Il en résulte que C = Mat (t, B) = <(1) 21n)

5.a)

Si A est une valeur propre non nulle de ¢ et 2 un vecteur propre associé, on a t(x) = Az. Puisque
A #£ 0, on peut diviser les deux membres par A ; il vient
1

T = Xt(ac) = t(%m) par linéarité. Si on pose y = %x, on constate bien sir que y € F et on a

x =t(y) . Cela prouve que| x € Imt

5.b)

Recherchons les valeurs non nulles de ¢. Les vecteurs propres associés sont dans Im ¢.

A # 0 est valeur propre de t si et seulement s’il existe un vecteur non nul x appartenant a Im¢ tel
que t(z) = Az, donc si et seulement si il existe un vecteur non nul 2 appartenant a Im¢ tel que
t(x) = M.
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4 HEC, ESCP, LYON 2007 voie E

Cela revient & chercher les valeurs propres non nulles de .
D’aprés la matrice C' de ¢ dans la base B, ¢t n’admet qu’une seule valeur propre , c’est A = 1 # 0.
Soit u un vecteur dont les coordonnées dans B sont (a, b)

tu)=u <= 2nb =0
b =0

E(1,t) = E(1,t) = vect(e1) : dim E(1,t) =1
dim E(0,t) +dim E(1,t) =2n—14+1=2n#dim E :

t n’est pas diagonalisable

PROBLEME

PARTIE 1

I-1.a)

Remarquons que x — —|z| est continue sur R puisque x — |z | est, puis remarquons que exp est

une fonction continue sur R, donc par composition, la fonction g est continue sur R ; remarquons
0

également que g est une fonction paire. Il en résulte que / g(x)dx converge si et seulement

—00

+oo
si / g(x)dx converge. Dans ces conditions ces deux intégrales ont la méme valeur.
0

e e e Pour les étudiants qui ne connaissent pas ce résultat : soit A une fonction continue de R
dans R.

Supposons h paire.
0
Soit a < 0; I(a) = / h(z)dz. Effectuons le changement de variable affine t = —z ; dt = —dx et

a
dans ces conditions,

0 0
— h(—t)dt = — h(t)dt  car la fonction h est paire

—a —a

- /0 it

0
L’intégrale / h(t)dt converge si et seulement si lim I(a) existe et est réelle, donc si et
oo a——00

I(a)

—a
seulement si lim h(t)dt existe et est réelle, donc (puisque —a — +00) si et seulement si
a——00
+o0 0
I’intégrale / h(t)dt converge.
0

D=

+oo +oo
Dans notre cas g(x)dx = 1 exp(—z)dz = 5, car on aura reconnu |’ intégrale d’une densité
2 Jo

de la loi exponentielle de parametre 1

/0 g(z)dx = /0+Oog(x)dx = %

— OO

Remarque : La méme démonstration montrerait que si h est une fonction impaire, alors I'intégrale

0 ~+o0
/ h(t)dt converge si et seulement si 'intégrale / h(t)dt converge et que dans ces conditions
oo 0

ces deux intégrales sont opposées.
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