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HEC, ESCP, LYON 2007 voie E 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

HEC, ESCP, LYON 2007 VOIE ECO

CORRIGE

EXERCICE

1)

• Le réel λ est valeur propre de T (et de t) si et seulement si l’équation (T − λI3)X = (0)

d’inconnue X =

x
y
z

 admet une autre solution que la solution X = (0).

(T − λI3)X = (0) ⇐⇒

 (1− λ)x+ y + z = 0
(1− λ)y = 0
y − λz = 0

⇐⇒

 (1− λ)x+ z + y = 0
−λz + y = 0
(1− λ)y = 0

(S)

Ce système est triangularisé : il admet une autre solution que la solution nulle si et seulement si
l’un des termes diagonaux est nul.

Les valeurs propres de T sont 0 et 1

• Détermination des sous-espaces propres E(λ, t)

* Pour λ = 0, on doit résoudre le système (S) ; on obtient

u = (x, y, z) ∈ E(0, t) ⇐⇒
{
x+ y + z = 0

y = 0

⇐⇒
{
z = −x
y = 0

E(0, t) = {u = (x, y, z) ∈ R3 / z = −x, y = 0}
= {u = (x, 0,−x) ∈ R3 / x ∈ R}

E(0, t) = vect((1, 0,−1)) : dimE(0, t) = 1 puisque (1, 0,−1) ≠ (0, 0, 0)

* Pour λ = 1.

u = (x, y, z) ∈ E(1, t) ⇐⇒
{

z + y = 0
−z + y = 0

⇐⇒
{
y = 0
z = 0

E(1, t) = {u = (x, y, z) ∈ R3 / z = y = 0}
= {u = (x, 0, 0) ∈ R3 / x ∈ R}

E(1, t) = vect((1, 0, 0)) : dimE(1, t) = 1 puisque (1, 0, 0) ≠ (0, 0, 0)

dimE(0, t) + dimE(1, t) = 2 ≠ dimR3 : l’endomorphisme t n’est pas diagonalisable
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2 HEC, ESCP, LYON 2007 voie E

• Ker t = Ker(t− 0 IdE) = E(0, t) ≠ {0E} : t n’est pas injectif, donc il n’est pas bijectif

Remarque : On aurait pu dire aussi : 0 est valeur propre de t, donc t n’est pas bijectif.

2.a)

Nous noterons E = R2n+1.

Ecrivons la matrice T de t dans la base canonique B = (e1, . . . , e2n+1) de E.

T =



1 1 . . . 1 1 1 . . . 1 1
0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0


Pour tout i ∈ [[1, 2n + 1]], on a écrit en colonnes les coordonnées de t(ei) dans la base canonique
de E :

si i ≠ n+ 1, alors t(ei) = (1, 0, . . . , 0) et t(en+1) = (1, 1 . . . , 1).

2.b)

On sait d’après le cours que

Im t = vect(t(e1), t(e2), . . . , t(en+1), . . . , t(e2n), t(e2n+1))

= vect(e1, e1, . . . ,
2n+1∑
k=1

ek, e1, . . . , e1)

= vect(e1,
2n+1∑
k=1

ek)

Ces deux vecteurs ne sont évidemment pas proportionnels, donc

Im t = vect(e1,

2n+1∑
k=1

ek) et dim Im t = 2

D’après le théorème du rang, dimKer t = 2n+ 1− dim Im t = 2n− 1

2.c)

Nous savons que 2n − 1 ≥ 1 puisque n ≥ 1, donc Ker t ≠ {0E} : c’est donc le sous-espace propre
associé à la valeur propre λ = 0.

Pour donner une base de E(0, t) = Ker t, il suffit de trouver 2n− 1 vecteurs de Ker t linéairement
indépendants.

D’après l’énoncé, ∀k ∈ [[2, 2n+1]], k ≠ n+1, on a t(ek) = t(e1), ce qui veut dire t(e1)− t(ek) = 0E ,
soit t(e1 − ek) = 0E

Cela signifie que le vecteur uk = e1 − ek pour k ∈ [[2, 2n+ 1]], k ≠ n+ 1, est un vecteur de Ker t.
Puisque k peut prendre 2n− 1 valeurs (les 2n valeurs de [[2, 2n+ 1]] exceptée la valeur n+ 1), on
a ainsi obtenu 2n− 1 vecteurs de Ker t.

Vérifions que ces vecteurs forment une famille libre de E.

Soit (a2, . . . , an, an+2, . . . , a2n+1) ∈ R2n−1 tel que

2n+1∑
k=2

k≠n+1

akuk = 0E . Cette égalité équivaut successsivement à :

2n+1∑
k=2

k≠n+1

ak(e1 − ek) = 0E

(

2n+1∑
k=2

k≠n+1

ak)e1 −
2n+1∑
k=2

k≠n+1

akek, soit finalement à
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2n+1∑
k=2

k≠n+1

ak = 0 et ∀k / k ∈ [[2, 2n+1]]−{n+1}, ak = 0 puisque la famille (e1, . . . en, en+2, . . . , e2n+1)

est une famille libre en tant que sous-famille de la base canonique.

On obtient immédiatement que ∀k ∈ [[2, 2n+ 1]]− {n+ 1}, ak = 0.

La famille uk pour 2 ≤ k ≤ 2n + 1, k ≠ n + 1 est une famille libre de 2n − 1

vecteurs dans un espace de dimension 2n− 1 : c’en est donc une base.

E(0, t) a donc pour dimension 2n−1 et pour base la famille uk où uk = e1−ek

pour 2 ≤ k ≤ 2n+ 1, k ≠ n+ 1

E(0, t) = vect(u2, u3, . . . , un, un+2, . . . , u2n+1) avec uk = e1 − ek

3)

∀v ∈ Im(t ◦ t), ∃ u ∈ E / v = (t ◦ t)(u) ; or (t ◦ t)(u) = t(t(u)) et puisque t(u) est un vecteur de E,
si on le note w, on aura v = t(w). Ceci prouve que v ∈ Im t.

∀v ∈ Im(t ◦ t), v ∈ Im t veut dire Im(t ◦ t) ⊂ Im t

4)

• B = (e1,

2n+1∑
k=1

ek) est une base de Im t résulte de la question 2.b). Pour écrire la matrice de t̃,

nous devons exprimer t̃(e1) et t̃(
2n+1∑
k=1

ek) dans la base B.

t̃(e1) = t(e1) = e1

t̃(

2n+1∑
k=1

ek) = t(

2n+1∑
k=1

ek)

=

2n+1∑
k=1

t(ek)

=

2n+1∑
k=1

k≠n+1

t(ek) + t(en+1)

=

2n+1∑
k=1

k≠n+1

e1 +

2n+1∑
k=1

ek

= 2ne1 +

2n+1∑
k=1

ek

Il en résulte que C = Mat(t̃,B) =
(
1 2n
0 1

)
5.a)

Si λ est une valeur propre non nulle de t et x un vecteur propre associé, on a t(x) = λx. Puisque
λ ≠ 0, on peut diviser les deux membres par λ ; il vient

x = 1
λ
t(x) = t( 1

λ
x) par linéarité. Si on pose y = 1

λ
x, on constate bien sûr que y ∈ E et on a

x = t(y) . Cela prouve que x ∈ Im t

5.b)

Recherchons les valeurs non nulles de t. Les vecteurs propres associés sont dans Im t.

λ ≠ 0 est valeur propre de t si et seulement s’il existe un vecteur non nul x appartenant à Im t tel
que t(x) = λx, donc si et seulement si il existe un vecteur non nul x appartenant à Im t tel que
t̃(x) = λx.
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4 HEC, ESCP, LYON 2007 voie E

Cela revient à chercher les valeurs propres non nulles de t̃.

D’après la matrice C de t̃ dans la base B, t̃ n’admet qu’une seule valeur propre , c’est λ = 1 ≠ 0.

Soit u un vecteur dont les coordonnées dans B sont (a, b)

t̃(u) = u ⇐⇒ 2nb = 0
⇐⇒ b = 0

E(1, t̃) = E(1, t) = vect(e1) : dimE(1, t) = 1

dimE(0, t) + dimE(1, t) = 2n− 1 + 1 = 2n ≠ dimE :

t n’est pas diagonalisable

PROBLEME

PARTIE I

I−1.a)

Remarquons que x 7→ −|x | est continue sur R puisque x 7→ |x | l’est, puis remarquons que exp est
une fonction continue sur R, donc par composition, la fonction g est continue sur R ; remarquons

également que g est une fonction paire. Il en résulte que

∫ 0

−∞
g(x)dx converge si et seulement

si

∫ +∞

0

g(x)dx converge. Dans ces conditions ces deux intégrales ont la même valeur.

• • • Pour les étudiants qui ne connaissent pas ce résultat : soit h une fonction continue de R
dans R.

Supposons h paire.

Soit a < 0 ; I(a) =

∫ 0

a

h(x)dx. Effectuons le changement de variable affine t = −x ; dt = −dx et

dans ces conditions,

I(a) = −
∫ 0

−a

h(−t)dt = −
∫ 0

−a

h(t)dt car la fonction h est paire

=

∫ −a

0

h(t)dt

L’intégrale

∫ 0

−∞
h(t)dt converge si et seulement si lim

a→−∞
I(a) existe et est réelle, donc si et

seulement si lim
a→−∞

∫ −a

0

h(t)dt existe et est réelle, donc (puisque −a → +∞) si et seulement si

l’intégrale

∫ +∞

0

h(t)dt converge.

Dans notre cas

∫ +∞

0

g(x)dx = 1
2

∫ +∞

0

exp(−x)dx = 1
2
, car on aura reconnu l’ intégrale d’une densité

de la loi exponentielle de paramètre 1∫ 0

−∞
g(x)dx =

∫ +∞

0

g(x)dx = 1
2

Remarque : La même démonstration montrerait que si h est une fonction impaire, alors l’intégrale∫ 0

−∞
h(t)dt converge si et seulement si l’intégrale

∫ +∞

0

h(t)dt converge et que dans ces conditions

ces deux intégrales sont opposées.
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