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Essec math III option economique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

ESSEC MATH III VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE

1−a)

Il est immédiat que ∀n ∈ N, AXn = Xn+1

1−b)
C’est maintenant un résultat classique qui se montre par une récurrence que nous ne ferons pas :

∀n ∈ N, Xn = AnX0

2−a)
λ est valeur propre de A si et seulement si la matrice A− λI n’est pas inversible, c’est-à-dire si et

seulement si le système (S) : (A− λI)

x
y
z

 =

 0
0
0

 n’est pas de Cramer.

(S) ⇐⇒

 (3− λ)x− y + z = 0 L1 ←→ L2

x+ (2− λ)y = 0
y + (1− λ)z = 0

⇐⇒

 x+ (2− λ)y = 0
(3− λ)x− y + z = 0 L2 ←− −L2 + (3− λ)L1

y + (1− λ)z = 0

⇐⇒

x+ (2− λ)y = 0
(λ2 − 5λ+ 7)y − z = 0

y + (1− λ)z = 0

⇐⇒

x+ (2− λ)y = 0
−z + (λ2 − 5λ+ 7)y = 0

(1− λ)z + y = 0
On a changé l’ordre des inconnues y et z.

On effectue maintenant L3 ←− L3 + (1− λ)L2, il vient

(S) ⇐⇒

x+ (2− λ)y = 0
−z + (λ2 − 5λ+ 7)y = 0

−(λ3 − 6λ2 + 12λ− 8)y = 0

Ce dernier système est triangulaire ; il n’est pas de Cramer si et seulement si l’un des
termes diagonaux est nul, c’est-à-dire λ3 − 6λ2 + 12λ− 8 = 0, soit (λ− 2)3 = 0

La seule valeur propre de A est λ = 2
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2 Essec math III option economique

2−b)
Rappelons que le sous-espace propre de A est un sous-espace vectoriel deM3,1(R). Pour λ = 2,

(S) ⇐⇒
{

x = 0
−z + y = 0

⇐⇒

x = 0
z = y
y ∈ R

Le sous-espace propre cherché est

E2 =
{ 0

y
y

 ∈M3,1(R) / y ∈ R
}

E2 = vect
( 0

1
1

)
: dimE2 = 1

La matriceA a une seule valeur propre λ = 2 et dimE2 = 1 < dimM3,1(R) : A n’est pas diagonalisable

Remarque : on aurait pu faire un raisonnement par l’absurde et dire : si A était diagonalisable,
elle serait semblable à une matrice diagonale sur la diagonale de laquelle il y aurait la seule valeur
propre λ = 2, donc A serait semblable à la matrice 2I. Cela s’exprimerait ainsi :

il existerait une matrice inversible P ∈ M3(R) / A = P (2I)P−1 = 2PIP−1 = 2I, ce qui est
manifestement faux : donc A n’est pas diagonalisable.

3−a)
Rappelons que 2 est aussi la seule valeur propre de f , mais que le sous-espace propre de f associé
à la valeur propre λ = 2, noté F2, est un sous-espace vectoriel de R3, puisque f ∈ L(R3).

F2 = vect((0, 1, 1))

Raisonnons par analyse synthèse, puisque nous ne savons pas si une telle base existe.

• Analyse : supposons qu’une telle base (e′1, e
′
2, e

′
3) de R3 existe.

* D’après la matrice T , f(e′1) = 2e′1, donc e
′
1 ∈ F2 ; prenons e′1 = (0, 1, 1) puisque l’on nous

impose que la 3 ème composante soit égale à 1.

* Cherchons e′2 sous la forme (x, y,−1) puisque l’on nous impose que la 3 ème composante soit
égale à −1.
D’après la matrice T , on doit avoir f(e′2) = e′1 + 2e′2 ; cette équation équivaut successivement à :

A

 x
y
−1

 =

 0
1
1

+ 2

 x
y
−1


 3x− y − 1 = 2x

x+ 2y = 1 + 2y
y − 1 = 1− 2

x− y = 1
x = 1
y = 0

e′2 = (1, 0,−1)

* Cherchons e′3 sous la forme (x, y, 2) puisque l’on nous impose que la 3 ème composante soit
égale à 2.

D’après la matrice T , on doit avoir f(e′3) = e′2 + 2e′3 ; cette équation équivaut successivement à :

A

x
y
2

 =

 1
0
−1

+ 2

x
y
2


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