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EM-LYON option économique 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

EM-LYON 2007 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1)

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable.

2)

Considérons l’espace vectoriel E = R3 muni de sa base canonique Bc. Dans cette base la matrice
A est associée à un endomorphisme de E, noté f . Rappelons que A diagonalisable équivaut à f
diagonalisable et que les valeurs propres de A sont les mêmes que celles de f .

• Déterminons spect(f).

λ ∈ spect(f)⇐⇒ ∃ u = (x, y, z) ∈ R3, u ≠ (0, 0, 0) / f(u) = λu (1)

(1) ⇐⇒


−λx+ 1

2
y + 1

2
z = 0

1
2
x− λy + 1

2
z = 0

1
2
x+ 1

2
y − λz = 0 L3 ←→ L1

⇐⇒


1
2
x+ 1

2
y − λz = 0

1
2
x− λy + 1

2
z = 0 L2 ←− L2 − L1

−λx+ 1
2
y + 1

2
z = 0 L3 ←− 1

2
L3 + λL1

⇐⇒


1
2
x+ 1

2
y − λz = 0

−(λ+ 1
2
)y + (λ+ 1

2
)z = 0

1
2
(λ+ 1

2
)y + (1

4
− λ2)z = 0 L3 ←− L3 +

1
2
L2

⇐⇒


1
2
x+ 1

2
y − λz = 0

−(λ+ 1
2
)y + (λ+ 1

2
)z = 0

P (λ)z = 0

Avec

P (λ) = (1
4
− λ2) + 1

2
(λ+ 1

2
) = (1

2
− λ)(1

2
+ λ) + 1

2
(λ+ 1

2
)

= (λ+ 1
2
)(1− λ)

Le système est triangularisé : il est homogène (il admet toujours la solution (0, 0, 0))
; donc il admettra une solution non nulle si et seulement s’il n’est pas de Cramer
c’est-à-dire si et seulement si l’un des termes diagonaux est nul.

Donc λ est valeur propre de f si et seulement si P (λ) = 0, donc si et seulement si λ = −1
2
ou λ = 1
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2 EM-LYON option économique

spect(A) = spect(f) = {−1
2
, 1}

• Détermination des sous-espaces propres de f , notés E(λ, f) :

* u = (x, y, z) ∈ E(−1
2
, f) ⇐⇒ 1

2
(x+ y + z) = 0 car pour λ = −1

2
, les deux dernières lignes du

dernier système sont satisfaites pour tout (x, y, z) ∈ R3

E(−1
2
, f) = {u = (x, y, z) ∈ R3 / x+ y + z = 0}

= {u = (x, y, z) ∈ R3 / x = −y − z}
= {u = (−y − z, y, z) ∈ R3, (y, z) ∈ R2}
= {u = −y(1,−1, 0)− z(1, 0,−1) ∈ R2, (y, z) ∈ R2}

E(−1
2
, f) = vect((1,−1, 0), (1, 0,−1)) ; dimE(−1

2
, f) = 2

car (1,−1, 0) et (1, 0,−1)) ne sont pas proportionnels

* u = (x, y, z) ∈ E(1, f)⇐⇒


1
2
x+ 1

2
y − z = 0

−3
2
y + 3

2
z = 0

⇐⇒
{
x+ y − 2z = 0

y = z
⇐⇒ x = y = z

E(1, f) = {u = (x, y, z) ∈ R3 / x = y = z}
= {u = (x, x, x) ∈ R3, x ∈ R}

E(1, f) = vect((1, 1, 1))

Nous remarquons que dimE(−1
2
, f) + dimE(1, f) = 2 + 1 = 3 = dimR3 ; cela confirme que f

(donc A) est diagonalisable. Et on sait donc que la famille ((1, 1, 1), (1,−1, 0), (1, 0,−1)) est une
base de R3. Il s’ensuit que la matrice de ces trois vecteurs exprimée dans la base canonique de R3

est inversible. Cette matrice est P =

 1 1 1
1 −1 0
1 0 −1

. C’est bien la matrice demandée : les deux

premières lignes sont celles demandées et elle est symétrique.

Notons D =


1 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2

. D’après la formule de changement de base , on a A = PDP−1.

En résumé ; la matrice A est diagonalisable ; il existe une matrice diagonale D =
1 0 0
0 −1

2
0

0 0 −1
2

 et une matrice symétrique, inversible P =

 1 1 1
1 −1 0
1 0 −1

 telles que :

A = PDP−1

Calcul de P−1 . On résout le système P

x
y
z

 =

 a
b
c

 ; ce système équivaut à :


x+ y + z = a L1 ←− 1

3
(L1 + L2 + L3)

x− y = b
x − z = c

⇐⇒


x = a+ b+ c

3
y = x− b
z = x− c

On obtient alors facilement


x = a+ b+ c

3

y = a+ b+ c
3

− b = a− 2b+ c
3

z = a+ b+ c
3

− c = a+ b− 2c
3

Présentons le résultat sous forme matricielle :
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