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EDHEC 2007 VOIE E 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

EDHEC 2007 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1−a)

Il est clair que φ(M) appartient à E = M2(R). On remarque que M 7→ tM est linéaire : en effet
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+ λt
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)
Notons T cette application ; c’est donc un endomorphisme de E. Avec cette notation, φ = IdE +T .

C’est la somme de deux endomorphismes de E : φ est un endomorphisme de E = M2(R)

1−b)

Soit M =

(
a b
c d

)
: M = aE1+bE2+cE3+dE4 et T (M) =

(
a c
b d

)
= aE1 + bE3 + cE2 + dE4 ;

on conclut que T (E1) = E1, T (E2) = E3, T (E3) = E2 et T (E4) = E4. Finalement

φ(E1) = 2E1, φ(E2) = E2 + E3, φ(E3) = E2 + E3 et φ(E4) = 2E4.

Dans la base (E1, E2, E3, E4) de M2(R), la matrice de φ est A =


2 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 2


1−c)

La matrice A est symétrique (réelle), donc diagonalisable.

Elle possède deux lignes égales, donc elle n’est pas inversible et φ n’est pas bijective.

Remarque : On aurait pu dire aussi que φ(E2) = φ(E3), donc E2 − E3 appartient au noyau de
φ, ce qui implique que φ n’est pas injective.

2)

Le calcul donne sans problème A2 = 2A (a)

Montrons par récurrence que ∀n ≥ 1, An = 2n−1A.

Initialisation : elle vient d’être faite et on peut remarquer que A1 = 20A.

Hérédité : supposons que, pour un entier n ≥ 1, on ait An = 2n−1A.
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An+1 = An ×A = 2n−1A×A d’après l’ hypothèse de récurrence
= 2n−1A2 = 2n−1 × 2A d’après (a)
= 2nA.

La propriété est héréditaire et par principe de récurrence, ∀n ≥ 1, An = 2n−1A

3−a)

On sait d’après le cours que

Imφ = vect(φ(E1), . . . , φ(E4))
= vect(φ(E1), φ(E2), φ(E4)) car φ(E2) = φ(E3)
= vect(2E1, E2 + E3, 2E4)
= vect(E1, E2 + E3, E4)

La famille (E1, E2 + E3, E4) est génératrice de Imφ. Montrons qu’elle est libre.

Soit (α, β, γ) ∈ R3 / αE1 + β(E2 + E3) + γE4 = (0)

Cette égalité est en fait

(
α β
β γ

)
=

(
0 0
0 0

)
. On obtient immédiatement α = β = γ = 0.

(E1, E2 + E3, E4) est une base de Imφ : dim Imφ = 3

3−b)

D’après le théorème du rang, dimKerφ = dimM2(R)− dim Imφ = 4 − 3 = 1. Or on a vu, dans
la question précédente que E2 −E3 appartenait à Kerφ (puisque φ(E2) = φ(E3)). Ce vecteur, qui
n’est pas nul, constitue donc une famille libre dans un espace de dimension 1 : c’en est une base.

Kerφ = vect(E2 − E3) et dimKerφ = 1

3−c)

∀M ∈ Imφ,∃N ∈ E / M = φ(N) ; donc φ(M) = φ2(N) = 2φ(N) = 2M d’après la question 2).

On vient de montrer que ∀M ∈ Imφ, M ∈ E(2, φ) (sous-espace propre de φ associé à la valeur
propre 2). Donc Imφ ⊂ E(2, φ)

Réciproquement : si M ∈ E(2, φ), alors φ(M) = 2M , ou encore M = 1
2
φ(M) = φ(1

2
M) par

linéarité de φ. Et puisque 1
2
M ∈ E, on en conclut que M ∈ Imφ. On a donc E(2, φ) ⊂ Imφ.

Conclusion : E(2, φ) = Imφ : dimE(2, φ) = 3

3−d)

dimKerφ = 1, donc Kerφ = E(0, φ) (sous-espace propre de φ associé à la valeur propre 0).

On a alors dimE(2, φ) + dimE(0, φ) = 4 = dimE.

Remarquons que A2 − 2A = (0) d’après la question 2), le polynôme P = X2 − 2X est donc
annulateur de A : les valeurs propres éventuelles de A sont racines de P , ce qui veut dire que
spectA ⊂ {0, 2} .

La matrice A, donc l’endomorphisme φ, ne possède pas d’autres valeurs propres

que 0 et 2. L’égalité dimE(2, φ) + dimE(0, φ) = 4 = dimE prouve alors que

A est diagonalisable, ce que l’on savait.

E(2, φ) a pour base (E1, E2 + E3, E4) et E(0, φ) a pour base (E2 − E3)

Remarque : Pour déterminer les valeurs propres de φ on aurait pu raisonner de la manière suivante
(mais cela aurait été moins élégant) :

L’égalité dimE(2, φ) + dimE(0, φ) = 4 = dimE prouve que φ ne possède pas d’autres valeurs
propres.
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