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Exercice 1
Pour toute matrice M de M,(IR), on note ‘M la matrice transposée de M, définie de la fagon
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On rappelle que 8= (E), E,, E3, E4) est une base de My(IR).
On note @ I’application qui & toute matrice M de My (IR) associe @(M) = M + ‘M.
1) a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de M (IR).
b) Ecrire la matrice 4 de ¢ dans la base 3.
¢) En déduire que ¢ est diagonalisable et non bijectif.
2) Calculer 4 et en déduire que, pour tout n de IN*, 4" =2"" 4.
3) a) Montrer que Im ¢ = vect(E), E»+ E3, E4), puis établir que dimIm ¢ = 3.
b) En déduire la dimension de Ker ¢ puis déterminer une base de Ker ¢.
¢) Etablir que Im ¢ est un sous-espace propre de ¢ et préciser la valeur propre associée.
d) Donner, pour résumer, les deux valeurs propres de ¢ ainsi qu’une base de chacun des
sous-espaces propres associés.

. . a c y a b
suivante : si M = alors ‘M=
b d
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Exercice 2
On admet que, si Z; et Z, sont deux variables aléatoires a densité, définies sur le méme espace
probabilisé, alors leur covariance, si elle existe, est définie par :
cov(Zy, 2p) = E(Z, Z,) — E(Z)) E(Z,).
On admet également que si Z; et Z, sont indépendantes alors leur covariance est nulle.
On considere deux variables aléatoires réelles X et U définies sur le méme espace probabilisé
(£2 A4, P), indépendantes, X suivant la loi normale (0, 1) et U suivant la loi discréte uniforme
sur {-1,1}.
On pose ¥ = UX et on admet que Y est une variable aléatoire a densité, définie elle aussi sur
I’espace probabilisé (£2, 4, P).
1) a) En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que :
VxelR P(Y<x)=P([U=1]Nn[X<x])+P([U=~-1] N [X=-x]).

b) En déduire que Y suit la méme loi que X.
2) a) Calculer I’espérance de U puis montrer que E(XY) = 0.

b) En déduire que cov (X, Y)=0.

x2

3) a) Rappeler la valeur de E(X° %) et en déduire que I 0+°O xle 2 dx= —;— 2.

b) Montrer, grace a une intégration par parties, que :
2 2 2
A x

P P A —_——
VAelR,, J.OA xte 2 dc=-A%¢ 2 +3 Io x%e 2 dx.

x2

. . o - 3
¢) En déduire que I’intégrale J 0+ x*e 2 dx converge et vaut ) J2r.

d) Etablir finalement que X a un moment d’ordre 4 et que E(X H=3.
4) a) Vérifier que E(X*Y?) = 3.

b) Déterminer cov (X’ 2 7).

¢) En déduire que X? et ¥ 2 ne sont pas indépendantes. Montrer alors que X et ¥ ne le sont
pas non plus.

d) Cet exercice a permis de montrer qu’un résultat classique concernant les variables
discrétes est encore valable pour les variables a densité. Lequel ?

Exercice 3
1) a) Montrer que : Vx> 0, x — Inx > 0.
Inx .
b) On pose alors : J(x)= x—lInx stx>0
f(0)=-1

Déterminer I’ensemble de définition D de la fonction f.

2) a) Montrer que f'est continue sur D.
b) Montrer que fest dérivable (a droite) en 0 et que f;(0) = 0.

3) a) Justifier que fest dérivable sur D\ {0}et calculer /”’(x) pour tout x de D\ {0}.
b) Déterminer la limite de f'en +oo.
c¢) Dresser le tableau de variation de f.

4) Etudier le signe de f(x).
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5) Pour tout réel x élément de D, on pose F(x) = [ 0 F(t)d.

a) Montrer que F est de classe C' sur Dpuis étudier ses variations.

b) Déterminer lim I * mdt.
x40 ? 1 f
L, . . x Int Lo
¢) En déduire lim j dt, puis lim F{(x).
x>0l ¢ —Int X—>+0
Probléme
Partie 1
1 1/72 0
On considére la matrice M= |0 1/2 2/3].
0O 0 1/3

1) a) Déterminer les valeurs propres de M, que l'on notera A;, A, et A3 avec A > Ay > As.
b) En déduire que M est diagonalisable.

1 -1 3
2) OnposeP=|0 1 —4].
0 0 1
a) Calculer le produit MP.
I (-1 3
Que peut-on en déduire en ce qui concerne les vecteurs | O, | 1 | et | —-4]| ?
0 0 1
b) Justifier que la matrice P est inversible.
A, 0 0
Montrer alors que : VrelN, M" = PD"P™', ou Destlamatrice| 0 A , 0
0 0 A,

c) Déterminer P! et en déduire explicitement M” pour tout » de IN.

Partie 2

Une urne contient une boule rouge et deux boules blanches. On y effectue au hasard des
tirages d'une boule selon la procédure suivante :

» si la boule tirée est rouge, elle est remise dans l'urne.

« si la boule tirée est blanche, elle n'est pas remise dans l'urne.

Pour tout i de IN*, on note B; (respectivement R;) I’événement « on obtient une boule blanche
(respectivement rouge) au i°™ tirage ».

Pour tout »n de IN*, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches qui
restent dans l'urne aprés le n°™ tirage et I’on pose X; = 2.

P(X,=0) 0
Onpose U,=| P(X,=1)| etonadonc Uy=| 0
P(X, =2) 1

1) Montrer, grace a la formule des probabilités totales, que : VreIN, Uy+1 = M U,,.
2) En déduire que : VrelN, U, = M" U,, puis déterminer la loi de X;,.
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3) On note 7] la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou l'on extrait la premiére boule
blanche et 75 la variable aléatoire égale au numéro du tirage ou l'on extrait la deuxiéme boule
blanche. On admet que 7; et 75 sont des variables aléatoires définies sur le méme espace
probabilisé (€2, 4, P) que les variables aléatoires X, (ne IN)

a) Reconnaitre la loi de 7.

b) Ecrire les événements (T, = 2) et (T, = 3) a I’aide de certains des événements B; puis
calculer les probabilités P(T = 2) et P(T, = 3).

¢) Déterminer la loi du couple (7}, 73) et en déduire que la loi de 7 est donnée par :

Vjiz22, P(Ty=))= 2(%)1;1 —2(%)H-

d) Montrer que 75 posséde une espérance et calculer cette dernicre.
4) a) Pour tout entier n supérieur ou égal a 2, écrire I'événement (7> = n) en fonction des
événements (X, = 1) et (X, =0).

b) Retrouver ainsi la loi de 75.
5) a) On rappelle que la fonction random(n) renvoie aléatoirement un nombre entier élément
de {0,1, ..., n—1}.
Compléter le programme suivant pour qu’il simule I’expérience aléatoire étudice et affiche le
plus petit entier naturel » pour lequel X, = 0.

Program edhec2007 ;
Var X, n, hasard : integer ;
Begin
Randomize ;
X:=2;:n:=0;
Repeat
n:=n+l;
hasard : = random(3) ;
if (-------- )then X :=---eum- ;
until (X=1);
Repeat
n:=n+l;
hasard : = -------- ;
if (-------- )then X :=----m--- ;

until (X=10);
Writeln (n) ;
End.

b) Comment modifier ce programme pour qu’il calcule et affiche les valeurs prises par T
et T, lors de I’expérience aléatoire étudiée ?
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EDHEC 2007 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE I

1-a)
Il est clair que (M) appartient & E = My(R). On remarque que M + *M est linéaire : en effet

f(a b a v i fa+Xrd b+ N
((c d)+)‘<c’ ¢)) =i aihe

a+Xa c+ M\
b+ X0 d+Xd

a c i a
b d vod
_+fa b fd UV
o (c d) +A <c' d

Notons T cette application ; ¢’est donc un endomorphisme de E. Avec cette notation, p = Idg +7.

C’est la somme de deux endomorphismes de E : | ¢ est un endomorphisme de E = Ms(R)

1-b)

Soit M = (¢ Z . M = aEy +bEy+cEs+dEy et T(M) = Z 2 = aFE, + bEs + cEy + dEy ;

on conclut que T'(E;) = Ey, T(Es) = E3, T(E3) = E3 et T(E4) = E4. Finalement
(p(El) = 2E1, QQ(EQ) = E2 + E3, (p(Eg) = E2 + E3 et QD(E4) = 2E4

Dans la base (Ey, Eq, E5, E4) de M2(R), la matrice de ¢ est A =

O = = O
O~ Rk O
N O OO

OO O

1-c)
La matrice A est symétrique (réelle), donc diagonalisable.
Elle possede deux lignes égales, donc elle n’est pas inversible et ¢ n’est pas bijective.

Remarque : On aurait pu dire aussi que ¢(F3) = ¢(FEs3), donc Es — E3 appartient au noyau de
©, ce qui implique que ¢ n’est pas injective.

2)

Le calcul donne sans probleme | A2 =2A (a)

Montrons par récurrence que Vn > 1, A™ = 2"~ 1A.
Initialisation : elle vient d’étre faite et on peut remarquer que A! = 20A4.
Hérédité : supposons que, pour un entier n > 1, on ait A” = 2"~ 1 A,
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2 EDHEC 2007 VOIE E

Artl = A" x A =2""14 x A d’aprés I’ hypothese de récurrence
=2""1A2 =271 x 24 d’apres (a)
=2"A.

La propriété est héréditaire et par principe de récurrence, | Vn > 1, A" =2""14

3—a)
On sait d’apres le cours que

Ime =vect(p(E1),...,0(E4))
= vect(@(E1), p(E2), ¢(Ey)) car p(Es) = p(E3)
= VGCt(QEl, E2 + Eg, 2E4)
= vect(E1, By + E3, Ey)

La famille (Eq, E5 + E3, E4) est génératrice de Im . Montrons qu’elle est libre.
Soit (a, 8,7) € R® / aBy + B(Bz + E3) +vBy = (0)

Cette égalité est en fait (g 6) = (8 8) On obtient immédiatement a = § = v = 0.
¥

(E1,Es + E3, E4) est une base de Im¢ : dimImp =3

3-b)

D’apres le théoreme du rang, dim Ker ¢ = dim My(R) — dimImy =4 — 3 = 1. Or on a vu, dans
la question précédente que Ey — E5 appartenait & Ker ¢ (puisque ¢(Es) = ¢(FE3)). Ce vecteur, qui
n’est pas nul, constitue donc une famille libre dans un espace de dimension 1 : ¢’en est une base.

Ker ¢ = vect(Fy — E3) et dimKerp =1

3—c)
VM €Imp,3N € E /| M = p(N) ; donc (M) = p?(N) = 2¢p(N) = 2M d’apres la question 2).

On vient de montrer que VM € Imp, M € E(2,¢) (sous-espace propre de ¢ associé a la valeur
propre 2). Donc Im ¢ C E(2,¢)

Réciproquement : si M € E(2,¢), alors p(M) = 2M, ou encore M = 2ga(M) = @(%M) par

linéarité de . Et puisque %M € E, on en conclut que M € Im . On a donc E(2, ) C Im .

Conclusion : E(2,¢) =Ime : dim E(2,¢) =3

3-d)
dim Ker ¢ = 1, donc Ker ¢ = E(0,¢) (sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre 0).
On a alors dim E(2, ¢) + dim E(0,p) =4 = dim E.

Remarquons que A? — 2A = (0) d’aprés la question 2), le polynome P = X? — 2X est donc
annulateur de A : les valeurs propres éventuelles de A sont racines de P, ce qui veut dire que
spect A C {0,2} .

La matrice A, donc I'endomorphisme ¢, ne possede pas d’autres valeurs propres
que 0 et 2. L’égalité dim E(2, ) + dim E(0,) = 4 = dim E prouve alors que
A est diagonalisable, ce que 'on savait.

E(2,¢) a pour base (E1, Es + Es, Ey) et E(0, ) a pour base (Ez — E3)

Remarque : Pour déterminer les valeurs propres de  on aurait pu raisonner de la maniére suivante
(mais cela aurait été moins élégant) :

L’égalité dim E(2,¢) + dim E(0,¢) = 4 = dim E prouve que ¢ ne possede pas d’autres valeurs

propres.

page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
Tous droits de "auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation

des oeuvres autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 16 pages.



