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Mercredi 7 mai 2014, de 8 h. a 12 h.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

I1s ne doivent faire usage d’aucun document : 'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule V'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur
sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre

Dans tout le probléme, & désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Notations algébriques

Pour tout n- € N*, on note M, 1(R) Pensemble des matrices-colonnes & n lignes & coefficients réels et M, (R)
I’ensemble des matrices carrées & n lignes et n colonnes i coefficients réels. On identifie les ensembles M (R)
et R en assimilant une matrice de M;(R) & son unique coefficient.

e La base canonique de M 1(R) est notée Cx = (e1, €2, . .., ex) et I'espace vectoriel My ;(R) est muni de sa
structure euclidienne usuelle pour laquelle la base Cy est orthonormale. On note {u, ) le produit scalaire de
deux vecteurs u et v de My 1(R) et ||ul| = /(u, u) la norme du vecteur u.

o Pour toute matrice-colonne d de My, 1(R) de composantes dy, ds, . . ., dn, on note Diag(d) la matrice diagonale
de M, (R) définie par :

d 0 --- 0

dy -~ 0

Diag(d) = . ) .
0 0 --- d,

o La transposée d'une matrice M est notée M et Ij désigne la matrice identité de My (R) .

Notations probabilistes
e Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont définis
sur un méme espace probabilisé (2, A4, P).
o On dit qu'un vecteur aléatoire discret (Y7, Yo, ..., Y3), a valeurs dans R¥, admet une espérance lorsque chacune
de ses composantes en admet une.

On note Y la matrice-colonne de My 1(R) de composantes Y1,Y2, ..., Yy et £(Y) la matrice-colonne
de My 1(R) dont les composantes sont les espérances E(Y1), E(Y2), ..., E(Y).
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Lorsque chacune des composantes Y; (i € [1, k]) admet une variance, on appelle matrice de variance-covariance
de Y, notée V(Y), la matrice symétrique de My(R) dont les coefficients diagonaux sont les variances V (Y;)
et les coefficients non diagonaux les covariances Cov(Y;, Y;) pour tout (4, ) € [1,k]* avec i # ;.

En résumé, on pose sous réserve d’existence :

E(M) V(Y1) Cov(Y1,Y2) --- Cov(¥1,Yi)
E(Y3) Cov(Ys, Y; V(Y <o+ Cov(Ye, i
£¥) = . ot V(Y)= (.2 1) (. ) . (.2 )
E(Yy) Cov(Yy,Y:) Cov(Y,Ya) --- V(Ye)
Y41
P2 k
e Dans tout le probléme, on note p= | . | une matrice-colonne de My 1(R) vérifiant Z p; =1 et pour
: i=1
Pk

tout 7 € [1,k], ps 2 0.

L’objet du probléme est 'étude des propriétés des matrices de variance-covariance en liaison avec la loi des
vecteurs aléatoires correspondants.

Partie 1. Lois généralisées de Bernoulli

Dans cette partie, on note u la matrice-colonne de My 1(R) dont tous les coefficients valent 1.

a
as B k
1.Soita = | . | une matrice-colonne non nulle de My 1(R) et o = Z a;. On pose : M = alu.
: i=1
273

a) Calculer la matrice M et préciser son rang.

b) Calculer la matrice Ma et en déduire une valeur propre de M.

¢) Montrer que M? = oM. Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de M 7
d) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si a # 0.

e) Pour quelles valeurs de o la matrice Ir — M est-elle inversible ?

f) On suppose que a = 1. Montrer que M est la matrice dans la base canonique de R* d’un projecteur dont
on précisera I'image et le noyau. Dans quel cas ce projecteur est-il orthogonal 7

On dit qu’un vecteur aléatoire (X1, Xs, ..., Xi) suit la loi généralisée de Bernoulli de paramétre p, notée Br(p),
siona:
Xy

Vie [1Lk], P([X = e]) = ps;, avec X = )?2
X
2. Soit (X1, X, ..., Xk) un vecteur aléatoire suivant la loi Be(p).
a) Pour i € 1, k], comparer les événements [X = ¢;] et [X; = 1] ; en déduire que chaque variable aléatoire X;
suit une loi de Bernoulli de paramétre p; et écrire la matrice £(X).
b) Quelle est la loi de la variable aléatoire X; + X»?
¢) Montrer que Cov(X, Xa) = —pip2.
d) Ecrire la matrice V(X).
3. Soit M(p) la matrice de My (R) définie par : M(p) = p*u.
a) Vérifier 'égalité : V(X) = (I — M(p))Diag(p).
b) Montrer que si py,po, ..., pr sont différents de 0, le rang de V(X)) est égal & k — 1.
¢) Soit o une permutation de [1, k] et p, la matrice-colonne de Mg 1(R) de composantes po(1), Po(2): - - - Po(k)-
Montrer que V(X) est semblable & (I — p,'u) Diag(ps).
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d) Exprimer le rang de V(X)) en fonction du nombre d’éléments i de [1, k] pour lesquels on a p; 5 0.

Partie Il. Tirages avec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, on suppose que pour tout ¢ € [1,k], on a p; > 0 et que p1,po, ..., P sont les proportions
d’individus appartenant aux diverses catégories d’une population statistique scindée en k catégories distinctes.
Pour modéliser une suite illimitée de tirages équiprobables avec remise effectués dans cette population, on utilise
des variables aléatoires X" définies par :

VneN*, Vie [1,k xm = { 1 si I'individu extrait au n-iéme tirage appartient 4 la i-éme catégorie

0 sinon
On suppose que les vecteurs aléatoires (Xf"), xM, .. .,Xif” ) (n € N*) suivent chacun la loi Bi(p) ( partie I)
et sont mutuellement indépendants. Cette indépendance mutuelle signifie que pour tout entier n > 2 et pour
toutes fonctions @1, @y, .. ., @n définies sur R¥ & valeurs réelles, les variables aléatoires o1 (X; xM x (1), V. ,Xél)),
f,az(X(Q) X(Q) ...,X,(f)), e cpn(an),Xé"), . ..,X,(c")) sont indépendantes.
Pour tout n € N*, on note X™ la matrice-colonne de My 1(R) de composantes X\, X{™, ..., X et § 1a
T

matrice-colonne de Mj 1(R) de composantes 5™, & .| S,(cn), ol pour tout i € [1,k], on a §™ = Z x4,
j=1
4.a) Préciser 'ensemble N,, des matrices-colonnes s de My, 1(R) pour lesquelles on a P([S™) = 5]) > 0.
b) Déterminer les lois respectives des deux variables aléatoires Sg") et S’g") + Sé") . Sont-elles indépendantes ?
¢) Montrer que V(S™) = nV(X1).
. Soit H un élément de A vérifiant 0 < P(H) < 1, H I’événement contraire de H et W une variable aléatoire
discrete admettant une variance.
a) Justifier I'existence de E(W?|H), espérance de W2 pour la probabilité conditionnelle Py
b) On pose : V(W|H) = E(W?|H) — (E(W|H ))2 (variance de W pour la probabilité conditionnelle Pg).
En utilisant le systéme complet d’événements (H, H) et la formule de 'espérance totale pour W et W2,
établir Vinégalité : V(W) > P(H) V(W |H).

6. Pour tout i € [1, k], on note T; le temps d’attente du premier tirage d'un individu de la i-tme catégorie et

o

on note T la matrice-colonne de My 1(R) de composantes T3, Ts, ..., Tk.
a) Soit ¢ € [1, k]. Justifier que la probabilité que T; soit infini est nulle. Quelle est la loi de T; ?

k-1
b) On pose : Hy = ﬂ [T} = i]. Calculer P(Hy). Préciser la loi conditionnelle de Ty ~ (k — 1) sachant Hy.

=1

En déduire E(Ti|Hi) et V(Ti|Hi)-
¢) En exploitant le résultat de la question 5.b), établir pour tout vecteur v = (vy, va, ..., vx) de R¥, I'inégalité :
v (1 — px)
V( viTi) PR Al LTS Pi -
; e 11
, v; (1 Pj
d) Montrer plus généralement que pour tout j € {1,k], on a : V( Z U,;fl}) B H Di-
i=1 ¥ i€[Lk]
i#f

Partie II1. Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire

Dans toute cette partie, (Y3,Ys,...,Y:) désigne un vecteur aléatoire discret, & valeurs dans R*, dont chaque

composante admet une espérance et une variance. On rappelle que Y est la matrice-colonne de My, 1(R) de

composantes Y1,Ys, ..., Y.

7. On appelle support vectoriel de Y, tout sous-espace vectoriel F de M 1(R) tel que P([Y —£(Y) € F]) =
On note S(Y') Pensemble des supports vectoriels de Y.
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a) Justifier I'existence d'un plus petit élément de ’ensemble des dimensions des éléments de S(Y).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochastique de Y et noté Ry(Y).
b) Dans quels cas le rang stochastique R (Y) est-il nul?
¢) Montrer que Pintersection de deux supports vectoriels F; et F, de Y est un support vectoriel de Y.
d) En déduire I'existence d’un unique élément F' de S(Y') tel que la dimension de F soit égale & R,(Y).
L’espace vectoriel F' est appelé le support stochastique de Y.

8. Soit u une matrice-colonne de My 1(R) de composantes uy, us, . . ., ug.
k
a) Montrer que la variable aléatoire Z u;Y; admet une variance, égale & u V(Y )u.
i=1
b) Etablir I'existence d’un unique vecteur (A1, A2, ..., Ak) de R¥ tel que V(Y) soit semblable & la
matrice Diag()) et pour lequel Ay > X9 > ... > A\; > 0 (on note Diag(}) la matrice diagonale de M (R)

de coefficients diagonaux A1, Ag, ..., Ak).
k , k
¢) On pose : [Y — E(Y)|? = Z (Y: — E(Y;))". Montrer que E(||Y — E(Y)|?) = Z Ai.
=1 i==1

9. Soit g € [1,k], F un sous-espace vectoriel de My 1(R) de dimension g et (fV), £ .. 7)) une base
orthonormale de F.
a) Soit w € Q. Justifier Vexistence de Qp(w) = Inf{||Y (w) ~ £(Y) — z||?; = € F} et montrer que :
q
1Y (@) ~ EXIP = Qr(w) + Y (Y(w) - £(Y), fD)2.

i=1
k q
b) A l'aide de la question 8, établir U'égalité : E(Qp) = =D VY 9.
i P

¢) Que devient 'égalité précédente lorsque F = My 1(R)?

10.a) Montrer que pour toute matrice-colonne f de My 1(R) vérifiant ||f]] =1, ona: Y VY)f <\
b) En déduire la borne inférieure de E(QF) lorsque F décrit I'ensemble des droites vectorielles de My, 1(R).

c) Dans cette question, on suppose que (Y, Y, ..., Yi) suit la loi Bx(p), ot pour tout i € [1,k],ona p; = —

Calculer les valeurs propres de V(Y') et la borne inférieure de E(Q ) pour 'ensemble des droites
vectorielles F' de Mg 1(R), puis préciser pour quelle(s) droite(s) cette borne est atteinte.

11. On suppose que le rang r de V(Y') est non nul. On note Fy la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles de V(Y') et F un sous-espace vectoriel de My 1(R) tel que F C Fy et F # Fy.
a) Calculer E(QFr,) et en déduire que Fj est un support vectoriel de Y.
b) Justifier 'existence d’un vecteur f(") de Fj, orthogonal & F et de norme 1.
¢) Montrer que *fMV(Y)f > 0 et en déduire que E(QF) # 0.
d) Montrer que le rang stochastique Rs(Y) de Y est égal a r.
12. Dans cette question, on reprend les définitions et notations de la question 6.
a) A D’aide de la question 6.d), montrer que le rang stochastique R (T") de T est égal a k.

1
b} Montrer que pour tout 7 € N*, on a: E(T1T2 [T =N [Te>1d) = (z + —I-)—-)
2
1 1

mp2  pL+pe

¢) Etablir la relation : E(T1T3) =

l=-p .. .
P sl =
d) On note II = (m; ;)1<:,j<k la matrice de M (R) définie par : m; ; = ! .
- sii##j
Di +pj

Montrer que la matrice I1 est inversible.

4/4

Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.

JMPRIMERIE NATIONALE - 141219 - D'aprés documents fournis



HEC-ESCP MATH II VOIE S 2014 ].

HEC-ESCP MATH II 2014 VOIE S

CORRIGE

Partie I : lois généralisées de Bernoulli

ai 251 al
M:atuz(;)(l 1):(; : )
Qg ag Q.

a
La colonne | :

Qg

) n’est pas la colonne nulle, donc | rang (a'u) = 1

1-b)

a ... a1 ai ai
Ma:(f })(f):a(f)zaa.
Qg ag Qg Qg

a # (0) = « est valeur propre de M

1-c)

M? = (a'u)(a'u) = a(*ua)tu.
ai

Ortua=(1 ... 1) ( . ) = (a) = a d’apres les préliminaires.
ag

Par suite a(*ua)u = a(a’u) = aM. Par suite, M? = aM.
Posons P = X? — aX. Ce polynome est annulateur de M. Donc les valeurs propres
possibles de M sont les racines de P.

spect(M) C {0,a} avec o non nécessairement différent de 0

On vient de voir que rang(M) = 1, donc le théoréeme du rang donne dim Ker M = k—1 > 1
puisque, par hypothese, k > 2. Cela veut dire que 0 est valeur propre de M.

On vient de voir aussi que « est valeur propre de M, donc

spect(M) = {0,a} avec Card(spect(M)) =1 ou 2
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1-d)
e o # 0. La matrice M admet deux valeurs propres distinctes, donc deux sous-
espaces propres, notés E(a, M) et E(0, M) = Ker M.

dimKer M =k — 1 et dim E(a, M) > 1 = dim Ker M + dim E(a, M) > k, donc
dim E(0, M) + dim E(a, M) = k : M est diagonalisable

e o =0. La matrice M admet une unique valeur propre 0. Si M est diagonalisable,
elle est semblable a la matrice nulle (0) de M (R), elle est donc nulle.

Or a # (0), donc il existe r € [1,k] / ar # 0. La r ®™ ligne de M n’est pas nulle, par
suite M # (0).
M n’est pas diagonalisable

La matrice M est diagonalisable si et seulement si a # 0

1-e)
I, — M inversible <= M —1I, inversible
<=1 n’est pas valeur propre
< 1 & spect(M)

La matrice I, — M est inversible si et seulement si o # 1

1-f)

a=1+= M?=M. La matrice M est la matrice d’un projecteur

Déterminons son noyau.

T
Soit X = | | € M1 (R).
Ty
0
XeKerM <<= MX=|":
0

k
= Vie[LE], a; ¥ a; =0
j=1

k
= Z:z:j =0 car il existe r € [1,k] / a-#0
j=1
I k
KerM ={xX = i | e Mpi(R) / Y a5 =0}
Tk J=1
Il y a (au moins) deux fagons de conclure.
* M est un projecteur orthogonal si et seulement si M est une matrice symétrique
(on sait déja que c’est un projecteur).
Donc Vi € [1,k], a; = a;. On peut remarquer que cette fagon de procéder n’utilise pas
la connaissance du noyau.
*ok
M est un projecteur orthogonal si et seulement si Ker M et Im M sont supplémentaires
(on le sait déja), orthogonaux.
1 k
Le vecteur u = | : | est orthogonal a Ker M puisque VX € Ker M, (X, u) = Z z;x1=0.
1 j=1
Sachant que dimKer M =k — 1, on en déduit que Ker M+ = vect(u).
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Donc M est un projecteur orthogonal si et seulement si Im M = vect(u).

al ay A
OrImM_vect((g)).Donczl/\eR*/ (g)_)\u_<§>.
ag (9% A

M est un projecteur orthogonal si et seulement si I\ € R* / a = \u,
ce qui équivaut a Vi € [1,k], a; = a;, donc a M symétrique

2-a)

k
Les événements [X = ¢;] sont deux a deux incompatibles, donc P(U[X =¢)]) =
i=1

k k
ZP([X =¢]) = Zai =1 d’apres ’hypothese. La famille d’événements [X = e;]1<;<
=1 =1

forme un systeme complet d’événements.

k
Cela prouve que Q = | J[X =e].

i=1

k
Vie [LE], [Xi=1]=J[Xi =1N[X = ¢] (2a)

[Xz-:l]m[X:ej]:[Xizl]ﬂ{X: 1 ] ot le 1 est & la j ®™e ligne.

X1 =0
X, =1N[X=¢]=[X=|X;=1[]n[X; =1 ; la matrice ne comporte quun seul
X, =0

terme égal & 1 et il se trouve & la j ®™ ligne.

Donc j #i= [X; =1 N[X =¢;] = 0. Cela implique [X; =1] = [X; =1]N[X = ¢,], donc
[X; =1] C [X = ¢;]. De plus [X =¢;] = [X; = 1] par hypothese, donc [X =¢;] C [X; = 1]

et par suite [X; =1] = [X = ¢;]. Vie[Lk], [X;=1]=[X =¢]

Il est clair, d’apres la définition de X, que X;(Q) = {0,1}, donc P([X; =0]) =1 — p;.

P1
X; suit la loi de Bernoulli B(p;) et E(X)=1] : [ =p
Dk
2-b)
(X1 + X2)(Q2) € {0,1,2}.
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i=3 i=1
k k
P(X1+X2=0)) =Y P(X=¢])=> p
=3 =3

P([X1+ X2 =0]) =1~ (p1 +p2)

[(X14+ X =2] =[X;=1]Nn[(Xz=1]
:[X:el]ﬂ[X:eg]:(Z)

Par conséquent, P([X; + Xo = 1]) = p1 + p2

X1 + X, suit la loi de Bernoulli B(p; + p2)

2-c)
V(X1 + Xz) = V(Xl) + V(XQ) + 2COV(X1,X2) dOHC

cov(Xy, Xo) = %(V(Xl +X5) —V(Xy) — V(X2)>. Or les trois variables suivent des lois de
Bernoulli, donc

V(X1 + X2) = (p1 4+ p2)(1 — (p1 +p2)) d’apres le résultat précédent ; V(X1) = p1(1—p1) et
V(X2) = p2(1 —p2) ;

cov(X1,Xz) = 5 (o1 +p2)(1 = (o1 +p2)) = pr(1 = 1) — p2(1 ~ p2))
= L(ppa— (14 p2)? 1+ 0%~ 2+ 1}
= %(m +p2 =Pl —P3—2pip2 — p1 + P — D2 +p§)
cov(X1, X2) = —p1p2
2-d)
Il est clair que V(i,7) € [1,k]?, i # j = cov(X;, X;) = —pip;. D’ou la matrice
p1(1—p2) —p1P2 —pip3 - -- . —P1Pk
—p2p1 p2(1—p2) —paps ... e —P2Pk
V(X) =
—PEP1 —PkP2  —PkP3 .- oo —pePpr—1 pr(1—pr)
3-a)
PL eee . D1 1—pm —p1 R U1
: : —p2 l—p2 —p2 —p2
M(p) = ; Iy — M(p) =
Pk ... Pk —Pk 1—pk
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D1 0 N .
1—p 4! e —P1 0 Do 0 0
. —p2 l—p2 —p2 —p2
(Ix — M) Diag(p1,...,px) = i ) )
—Pk e ce 1-— Pk
0 px
p1(1—p1) —p1p2 —P1Pk
_ —P1P2 p2(l —p2)  —paps  —papk
—pkpr —prp2--- - pe(1—pr)
(Ix — M) Diag(ps, ..., pr) = (Ix — M) Diag(p) = V(X)
3-b)
k
Vi€ [1L,k], pr >0 et Y pi =1 implique Vi € [1,k], 0 < p; < 1. Donc 0 < p;(1 - p;) < 1.
1=1
Z1
Soit (z1,...,x) €RF / V(X)) [ | =(0) (3b)
T
k
p1(l—p1)z — Zplpil“i =0
1=2
k
, L2 2 . N - 1 + 1— Tro — i Ly =0
Cette égalité équivaut au systeme : p2p11 +p2(l = p2)a2 ;pzp
k—1
- Zpipkl‘i + pe(1 — pr)ay =0
i=1
La ligne numéro j s’écrit
k
= > ppwi+pi(l—p)a; =0 <= = pipiw;+pjz; =0
1<i<k i=1
i#j
k
< —Zpia:i—i—xj =0
i=1
on a simplifié par p; #0
k
< ZpiIi =Zj
i=1
X1 X1 1
Donc v(X)[ : | =(0) <=3zeR /Vie[Lk], z,=2 <= | ! |=x
Tk Tk 1

Ker V(X) = vect(u). Il en résulte que rangV(X) =k — 1

3-¢)
Posons X, = (Xo(1), Xo(2)s - > Xo@))- Alors V(Xo) = (In— M (ps)) Diag(pe (1), Po(2)s - - > Po(1))-

Une permutation o des indices correspond au changement de base dans My 1(R)
suivant : (er,....ex) — (es(1),---»€ok))- Donc V(X,) se déduit de V(X) par un
changement de base dans M, ;(R).

V(X) est semblable a V(X,) = (I, — M(py)) Diag(po(1); Po(2): - - -+ Poy) = (I — M (ps)) Diag(ps)
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