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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

HEC-ESCP MATH II 2014 VOIE S

CORRIGE

Partie I : lois généralisées de Bernoulli

1−a)

M = atu =

 a1
...
ak

 ( 1 . . . 1 ) =

 a1 . . . a1
...

...
ak . . . ak



La colonne

 a1
...
ak

 n’est pas la colonne nulle, donc rang (atu) = 1

1−b)

Ma =

 a1 . . . a1
...

...
ak . . . ak

 a1
...
ak

 = α

 a1
...
ak

 = αa.

a ≠ (0) =⇒ α est valeur propre de M

1−c)
M2 = (atu)(atu) = a(tua)tu.

Or tua = ( 1 . . . 1 )

 a1
...
ak

 = (α) = α d’après les préliminaires.

Par suite a(tua)tu = α(atu) = αM . Par suite, M2 = αM .

Posons P = X2 − αX. Ce polynôme est annulateur de M . Donc les valeurs propres
possibles de M sont les racines de P .

spect(M) ⊂ {0, α} avec α non nécessairement différent de 0

On vient de voir que rang(M) = 1, donc le théorème du rang donne dimKerM = k−1 ≥ 1
puisque, par hypothèse, k ≥ 2. Cela veut dire que 0 est valeur propre de M .

On vient de voir aussi que α est valeur propre de M , donc

spect(M) = {0, α} avec Card(spect(M)) = 1 ou 2
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



2 HEC-ESCP MATH II VOIE S 2014

1−d)
• α ≠ 0. La matrice M admet deux valeurs propres distinctes, donc deux sous-
espaces propres, notés E(α,M) et E(0,M) = KerM .

dimKerM = k − 1 et dimE(α,M) ≥ 1 =⇒ dimKerM + dimE(α,M) ≥ k, donc

dimE(0,M) + dimE(α,M) = k : M est diagonalisable

• α = 0. La matrice M admet une unique valeur propre 0. Si M est diagonalisable,
elle est semblable à la matrice nulle (0) de Mk(R), elle est donc nulle.

Or a ≠ (0), donc il existe r ∈ [[1, k]] / ar ≠ 0. La r ème ligne de M n’est pas nulle, par
suite M ≠ (0).

M n’est pas diagonalisable

La matrice M est diagonalisable si et seulement si α ≠ 0

1−e)
Ik −M inversible ⇐⇒ M − Ik inversible

⇐⇒ 1 n’est pas valeur propre
⇐⇒ 1 ̸∈ spect(M)

La matrice Ik −M est inversible si et seulement si α ≠ 1

1−f)

α = 1 ⇐⇒ M2 = M . La matrice M est la matrice d’un projecteur

Déterminons son noyau.

Soit X =

 x1
...
xk

 ∈ Mk,1(R).

X ∈ KerM ⇐⇒ MX =

 0
...
0


⇐⇒ ∀i ∈ [[1, k]], ai

k∑
j=1

xj = 0

⇐⇒
k∑

j=1

xj = 0 car il existe r ∈ [[1, k]] / ar ≠ 0

KerM =
{
X =

 x1
...
xk

 ∈ Mk,1(R) /
k∑

j=1

xj = 0
}

Il y a (au moins) deux façons de conclure.

* M est un projecteur orthogonal si et seulement si M est une matrice symétrique
(on sait déjà que c’est un projecteur).

Donc ∀i ∈ [[1, k]], ai = a1. On peut remarquer que cette façon de procéder n’utilise pas
la connaissance du noyau.

**
M est un projecteur orthogonal si et seulement si KerM et ImM sont supplémentaires
(on le sait déjà), orthogonaux.

Le vecteur u =

 1
...
1

 est orthogonal à KerM puisque ∀X ∈ KerM, ⟨X,u⟩ =
k∑

j=1

xj×1 = 0.

Sachant que dimKerM = k − 1, on en déduit que KerM⊥ = vect(u).
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Donc M est un projecteur orthogonal si et seulement si ImM = vect(u).

Or ImM = vect(

 a1
...
ak

). Donc ∃ λ ∈ R∗ /

 a1
...
ak

 = λu =

λ
...
λ

.

M est un projecteur orthogonal si et seulement si ∃ λ ∈ R∗ / a = λu,
ce qui équivaut à ∀i ∈ [[1, k]], ai = a1, donc à M symétrique

2−a)

Les événements [X = ei] sont deux à deux incompatibles, donc P (
k∪

i=1

[X = ei]) =

k∑
i=1

P ([X = ei]) =
k∑

i=1

ai = 1 d’après l’hypothèse. La famille d’événements [X = ei]1≤i≤k

forme un système complet d’événements.

Cela prouve que Ω =

k∪
i=1

[X = ei].

∀i ∈ [[1, k]], [Xi = 1] =

k∪
j=1

[Xi = 1] ∩ [X = ej ] (2a)

[Xi = 1] ∩ [X = ej ] = [Xi = 1] ∩
[
X =


0
...
1
...
0


]
où le 1 est à la j ème ligne.

[Xi = 1] ∩ [X = ej ] = [X =


X1 = 0

...
Xj = 1

...
Xk = 0

] ∩ [Xi = 1] ; la matrice ne comporte qu’un seul

terme égal à 1 et il se trouve à la j ème ligne.

Donc j ≠ i =⇒ [Xi = 1] ∩ [X = ej ] = ∅. Cela implique [Xi = 1] = [Xi = 1] ∩ [X = ei], donc
[Xi = 1] ⊂ [X = ei]. De plus [X = ei] =⇒ [Xi = 1] par hypothèse, donc [X = ei] ⊂ [Xi = 1]

et par suite [Xi = 1] = [X = ei]. ∀i ∈ [[1, k]], [Xi = 1] = [X = ei]

Il est clair, d’après la définition de X, que Xi(Ω) = {0, 1}, donc P ([Xi = 0]) = 1− pi.

Xi suit la loi de Bernoulli B(pi) et E(X) =

 p1
...
pk

 = p

2−b)

(X1 +X2)(Ω) ⊂ {0, 1, 2}.
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[X1 +X2 = 0] = [X1 = 0] ∩ [(X2 = 0]

= [X1 = 1) ∪ [X2 = 1]

= [X = e1] ∪ [X = e2]

=

k∪
i=3

[X = ei] puisque Ω =

k∪
i=1

[X = ei], donc

P ([X1 +X2 = 0]) =

k∑
j=3

P ([X = ej ]) =

k∑
j=3

pj

P ([X1 +X2 = 0]) = 1− (p1 + p2)

[X1 +X2 = 2] = [X1 = 1] ∩ [(X2 = 1]
= [X = e1] ∩ [X = e2] = ∅

Par conséquent, P ([X1 +X2 = 1]) = p1 + p2

X1 +X2 suit la loi de Bernoulli B(p1 + p2)

2−c)

V (X1 +X2) = V (X1) + V (X2) + 2 cov(X1, X2) donc

cov(X1, X2) =
1
2

(
V (X1 +X2)− V (X1)− V (X2)

)
. Or les trois variables suivent des lois de

Bernoulli, donc

V (X1 +X2) = (p1 + p2)(1− (p1 + p2)) d’après le résultat précédent ; V (X1) = p1(1− p1) et
V (X2) = p2(1− p2) ;

cov(X1, X2) = 1
2

(
(p1 + p2)(1− (p1 + p2))− p1(1− p1)− p2(1− p2)

)
= 1

2

(
p1 + p2 − (p1 + p2)

2 − p1 + p21 − p2 + p22

)
= 1

2

(
p1 + p2 − p21 − p22 − 2p1p2 − p1 + p21 − p2 + p22

)
cov(X1, X2) = −p1p2

2−d)

Il est clair que ∀(i, j) ∈ [[1, k]]2, i ≠ j =⇒ cov(Xi, Xj) = −pipj. D’où la matrice

V(X) =



p1(1− p2) −p1p2 −p1p3 . . . . . . −p1pk
−p2p1 p2(1− p2) −p2p3 . . . . . . −p2pk
...

. . .
...

...
...

. . .
−pkp1 −pkp2 −pkp3 . . . . . . −pkpk−1 pk(1− pk)


3−a)

M(p) =


p1 . . . . . . p1
...

...

pk . . . . . . pk

 ; Ik −M(p) =


1− p1 −p1 . . . −p1
−p2 1− p2 −p2 −p2
...

. . .
...

−pk . . . . . . 1− pk
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(Ik −M)Diag(p1, . . . , pk) =


1− p1 −p1 . . . −p1
−p2 1− p2 −p2 −p2
...

. . .
...

−pk . . . . . . 1− pk




p1 0 . . . . . . 0
0 p2 0 0
...

. . . . . .
...

. . .
0 . . . . . . 0 pk



=


p1(1− p1) −p1p2 . . . −p1pk
−p1p2 p2(1− p2) −p2p3 −p2pk
...

. . .
...

−pkp1 −pkp2 . . . . . . pk(1− pk)


(Ik −M)Diag(p1, . . . , pk) = (Ik −M)Diag(p) = V(X)

3−b)

∀i ∈ [[1, k]], pk > 0 et
k∑

i=1

pi = 1 implique ∀i ∈ [[1, k]], 0 < pi < 1. Donc 0 < pi(1− pi) < 1.

Soit (x1, . . . , xk) ∈ Rk / V(X)

 x1
...
xk

 = (0) (3b)

Cette égalité équivaut au système :



p1(1− p1)x1 −
k∑

i=2

p1pixi = 0

−p2p1x1 + p2(1− p2)x2 −
k∑

i=3

p2pixi = 0

...
...

−
k−1∑
i=1

pipkxi + pk(1− pk)xk = 0

La ligne numéro j s’écrit

−
∑

1≤i≤k
i̸=j

pjpixi + pj(1− pj)xj = 0 ⇐⇒ −
k∑

i=1

pjpixi + pjxj = 0

⇐⇒ −
k∑

i=1

pixi + xj = 0

on a simplifié par pj ≠ 0

⇐⇒
k∑

i=1

pixi = xj

Donc V(X)

 x1
...
xk

 = (0) ⇐⇒ ∃ x ∈ R / ∀i ∈ [[1, k]], xi = x ⇐⇒

 x1
...
xk

 = x

 1
...
1


KerV(X) = vect(u). Il en résulte que rangV(X) = k − 1

3−c)
Posons Xσ = (Xσ(1), Xσ(2), . . . , Xσ(k)). Alors V(Xσ) = (Ik−M(pσ))Diag(pσ(1), pσ(2), . . . , pσ(1)).

Une permutation σ des indices correspond au changement de base dans Mk,1(R)
suivant : (e1, . . . , ek) −→ (eσ(1), . . . , eσ(k)). Donc V(Xσ) se déduit de V(X) par un
changement de base dans Mk,1(R).

V(X) est semblable à V(Xσ) = (Ik −M(pσ))Diag(pσ(1), pσ(2), . . . , pσ(k)) = (Ik −M(pσ))Diag(pσ)
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