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HEC 2014 VOIE S

CORRIGE

Préliminaires

1−a)
Card(EN ) = NN

1−b)
Puisque EN est est un ensemble fini, pour toute application appartenant à EN , il y a
équivalence entre injection et bijection.

Le nombre d’applications injectives de EN dans lui-même est N !.

Parmi celles-ci, il y en exactement deux qui sont strictement monotones : l’identité
et l’application (1, 2, . . . , k, . . . , N − 1, N) −→ (N,N − 1, . . . N + 1 − k, . . . , 2, 1) strictement
décroissante.

2−a)
X(Ω) = R+, donc (pX)(Ω) = R+ et par suite ⌊(pX)⌋ = N. La variable Y est une variable
discrète.

∀n ∈ N, (Y = n) = (n ≤ pX < n+ 1) = (np ≤ X < n+ 1
p ) car p > 0

P (Y = n) =

∫ n+1
p

n
p

e−tdt =
[
− e−t

]n+1
p

n
p

= exp(−n
p )− exp(−n+ 1

p )

= exp(−n
p )

(
1− exp(−1

p )
)

∀n ∈ N, P (Y = n) = (exp(−1
p ))

n(1− exp(−1
p ))

On peut remarquer que la condition p < 1 n’est pas intervenue. Nous utiliserons cette
remarque dans la question II−5−c).
2−b)
(Y + 1)(Ω) = N∗.

∀n ∈ N∗, P (Y + 1 = n) = P (Y = n− 1) = (exp(−1
p ))

n−1(1− exp(−1
p )).

p > 0 =⇒ 0 < 1− exp(−1
p ) < 1. Donc

La variable Y + 1 suit la loi géométrique de paramètre 1− exp(−1
p )
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2−c)

D’après le cours, E(Y + 1) = 1

1− exp(−1
p )
, donc E(Y ) = 1

1− exp(−1
p )

− 1,

E(Y ) =
exp(−1

p )

1− exp(−1
p )

p > 0 =⇒ exp(−1
p ) < 1, donc

exp(−1
p )

1− exp(−1
p )

> 0 ⇐⇒ E(Y ) > 0.

E(Y ) < p ⇐⇒
exp(−1

p )

1− exp(−1
p )

< p

⇐⇒ exp(−1
p ) < p(1− exp(−1

p )) car 1− exp(−1
p ) > 0

⇐⇒ exp(−1
p )(1 + p) < p

⇐⇒ exp(1p ) >
p+ 1
p = 1 + 1

p
.

On sait, par convexité de la fonction exponentielle, que ∀x ∈ R, ex ≥ 1+x avec égalité
si et seulement si x = 0, donc ∀p ∈ ]0, 1[, 1 + 1

p < exp(1p ), ce qui équivaut à E(Y ) < p.

Finalement,

0 < E(Y ) < p

3−a)

Soit I(r, s) =

∫ 1

0

xr(lnx)sdx. La fonction x 7→ xr(lnx)s est continue sur ]0, 1]. L’intégrale

est impropre uniquement en 0.

• Si r ≥ 1, lim
x→0+

xr(lnx)s = 0 par croissances comparées. L’intégrale est faussement

impropre, donc convergente.

• Si r = 0, lim
x→0+

|
√
x(lnx)s | = 0 par croissances comparées ; cela veut dire

|(lnx)s | =
(0+)

◦
(

1√
x

)
. D’après le critère de Riemann, l’intégrale

∫ 1

0

1√
x
dx est convergente

car
√
x = x

1
2 avec 1

2
< 1. Par comparaison des fonctions continues, positives

pour les intégrales impropres, on conclut que l’intégrale
∫ 1

0

(lnx)sdx est absolument

convergente, donc convergente.

∀(r, s) ∈ N2, l’intégrale I(r, s) =

∫ 1

0

xr(lnx)sdx est convergente

Effectuons le changement de variable u = − lnx qui est C1 bijectif sur ]0, 1], donc
légitime.

x = e−u =⇒ dx = −e−udu.

I(r, s) =

∫ 0

+∞
(e−u)r(−u)s(−e−u)du

=

∫ +∞

0

(−1)suse−(r+1)udu = (−1)s
∫ +∞

0

use−(r+1)udu

3−b)

Posons J(r, s) =

∫ +∞

0

use−(r+1)udu et effectuons le changement de variable affine, donc

licite, t = (r + 1)u ; dt = (r + 1)du.
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