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Le probléme comporte 6 parties.

Le but du probléme est d’étudier les matrices A € M, (R) telles que ‘A4 = A'A.

Une matrice A € M, (R) vérifiant cette propriété sera dite normale.

Dans tout le probléme :

e ndésigne un entier supérieur ou égal a 1.

e B = (el,...,en)est la base canonique de R".
%
e Siz= Z%‘% , on identifiera x et la matrice X = | : |de ses coordonnées dans la base B, .

Ty

. < ! ) est le produit scalaire usuel de R” : (mly) ='XY = zn:xiyi siz = 2”:%‘% et

Yy = Zyiei . La norme euclidienne associée a ( i ) est notée ” “

=1
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e Pour Ae M, (R) et / Pendomorphisme de R" représenté par 4 dans la base B, on note f
1’endomorphisme représenté par ‘A dans la base B;.

e Un endomorphisme de R” représenté par une matrice normale dans la base B, est dit normal, il
vérifie donc frof = fof .

e Si F est un sous-espace vectoriel de R"et f € L (R" ) on dit que F est stable par f'si: Vz € F',
f(a:) € F. Dans ce cas, on note f,l'endomorphisme de F’ défini par : VeeF, fp (:v) = f(:c) .

cosf siné ] .

. SiGER,onnoteRQ:[ 10 0
—sinf cos

Partie I — Matrices normales d’ordre 2.

. a
Soit A = . d EMZ(R).

1) Vérifier que 4 est une matrice normale si et seulement si ou bien 4 est symétrique ou bien il existe
pE R:et 6 € Rtelsque A = pR,.

2) On suppose que A4 est une matrice normale, montrer qu'il existe P € R[X ] tel que ‘A = P (A) (on

pourra utiliser *4 4 A).

3) Déterminer les matrices normales 4 de M, (R)telles que A2 ~A+1,=0.

Partie II — L’endomorphisme /.

Dans cette partie, A = (ai, j ) » €M, (R) et f est 'endomorphisme de R™ représenté par 4 dans

(i.3)ef1n]

labase B, .

4) Propriétés élémentaires de f *
*

a- Préciser I’endomorphisme ( f*) .

*

b- Sif estinversible, préciser I’endomorphisme ( f“l) .

5) Caractérisation de 'endomorphisme f:
. 2 . NP .
a- Pour tout couple (z, j) dans {[1, n]] , exprimer < f(ei )te j> a I’aide des coefficients de 4.
2

b- Montrer que : V(w,y) € (R”) (f(x)ly): <a: f (y))

c- Montrer que f~ est I'unique endomorphisme de R™ vérifiant :
2 *
V() € (R)(F(2)]y) = (=] 7" (v)-
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(=)

7) Réciproquement, soit g € L(R” )tei que, pour tout z € R", “g(:v)n = ll g (:c)" . En exploitant

6) Montrer que si f est un endomorphisme normal: Vz € R", H f (m)” =

I’égalité u g(a: + y)“ = H g* (a: + y)“ , montrer que g est normal.

8) Vérifier que, si 4 est une matrice normale de M, (R) , la matrice de f dans toute base orthonormale de

R™ est normale.

Dans la suite du probléme, on admettra les résultats suivants :

Sif est un endomorphisme d’un espace euclidien £ muni du produit scalaire < I >, on notera encore f~

I (v))-

Dans toute base orthonormée de E , la matrice de f~ est la transposée de la matrice de f.

I'unique endomorphisme de E vérifiant : V (a:,y) € (E )2 , < f (:c) } y> = <:c

On dira encore que f est normal si f of = fof .

Partie III -Matrices normales et polyndmes annulateurs.

9) Soit A € M, (R) une matrice normale telle qu'il existe p € N vérifiant A? = 0. Soit § = ‘A4,

vérifier que S? = O et montrer que S = 0. Montrer alors que 4 = 0.

10) Soit A € M, (R) une matrice normale, on suppose qu'il existe P € ]R[X ]et g€ N tel que
P1 (A) = 0, montrer que P(A) = 0.

11) Exemple : Soit M € M, (R)telle que M2+ M —'M = I, . Déterminer un polyndéme annulateur

de M de degré 4, le factoriser. En déduire que (M ~1I, )3 .(M +1, )3 = 0. Montrer alors que M est

symétrique et que M2 = I i
Dans la suite de cette partie, on suppose que 4 est une matrice normale non nulle de M, (R) .

12) Montrer que 4 admet un polyndme annulateur P € R [X } , de degré au moins égal a 1, dont les
racines complexes sont toutes de multiplicité 1.

On note I, I'ensemble des polynomes de R { X ] annulateurs de 4 dont les racines complexes sont toutes

de multiplicité 1, et on pose D, = {degQ;Q € IA}.

13) Justifier que D, admet un minimum d, soit 7 un élément de I, de degré d. Onnote \;,..., \,les
racines complexes deux & deux distinctes de .

a- Montrer que A ,...,\;sont les valeurs propres complexes de 4.

b- En déduire que I'unique élément de I, de degré d, de coefficient dominant égal a 1 est
d

[T(x=x).

k=1
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Dans la suite du probléme, on note 7, ce polyndme.
14) Déterminer m,,pour M € M, (R )telle que M* + M — ‘M = I et M = £I,.
Partie IV — Propriétés spectrales des matrices normales.

Dans cette partie, A € M, (R) est une matrice normale, f l'endomorphisme de R" représenté par A
dans la base B;.

On note toujours 7 , le polyndme associ€ a 4 défini dans la partie 111

15) Montrer que Ker f = Ker f*. Plus généralement, si X € R, vérifier que
Ker ( [ = Xidy,, ) = Ker ( - Aidp, ), en déduire que les espaces propres, s'ils existent, de fet de

" sont identiques.

16) Soit Q € ]R[X ] et F = Ker(Q ( f )) , montrer que F est un sous-espace vectoriel de R" stable par /

et f . Montrer que Fest aussi stable par f et £, Vérifier alors que fret fo. sont deux

endomorphismes normaux respectivement de F et de F* et que ( fr ) = ( f )F .

17) Recherche d'un sous-espace stable.

On désire montrer qu'il existe un sous-espace F, stable par fet f *, de dimension 1 ou 2 :
a- Premier cas : on suppose que 7 ,admet une racine réelle A : 7, ()\) =0ectAecR.
Montrer qu'il existe e = O, appartenant & Ker ( f—Aid,. ) Montrer que F' = Vect(e) convient.
Deuxiéme cas : on suppose maintenant que 7 ,n'admet pas de racine réelle.
b- Justifier I'existence d'un couple de réels (a,b) tels que a® — 4b < 0 et f2 +af + bidy, ne soit
pas inversible. On note G = Ker( 2 +af + bidg. ) et g = f,.

c- Vérifierque h = g + g est diagonalisable. On note ¢ un vecteur propre de A.
d- Montrer alors que F' = Vect(e, f (e)) convient.

18) Montrer qu'il existe une base orthonormée C de R" dans la quelle la matrice de fest de la forme :

A 0 e e 0
0 - X
: A 0 :
M (f) =1 . P ( ) . ou A ,---,A, sont des réels, p;,---, p, sont des réels
¢ : (O) le"x - : P N
: . . 0
0 vee vee 0 psRG

positifs et ,,---,0, des réels appartenant a {O, 27r[ .
19) Quelles sont les matrices normales 4 pour lesquelles 7, a toutes ses racines réelles ?
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Partie V — Etude d'un exemple.

Dans cette partie, 4 est une matrice normale et inversible de M, (R) telles que (A +1, )7 = A"+ 1 -

On note P = (X +1)' — X" —1.

P
20) Déterminer les complexes 2z € C tels que p puis factoriser P dans (C{X }et dans R [ X ]

21) Montrer que A4 est une matrice orthogonale de R".

22) Montrer que ‘A est un polynéme en A.

23) On suppose de plus que » est impair et que A = —I, déterminer le polyndme 7, associé a 4.

Partie VI — Généralisation.

Dans cette partie 4 est une matrice normale non nulle de M, (]R ) ,J Pendomorphisme canoniquement

associ¢ a 4. Onnote 7, le polynéme associé a 4, tel que défini a la question 13.

On désire démontrer que *A est un polynéme en A.

Plus précisément, on cherche un polyndme P € R [X ] , de degré inférieur ou égal 4 n — 1, tel que

‘A=P(A).
24) Quel polynéme P convient lorsque 7, a toutes ses racines réelles ?

Dans la suite de cette partie, on suppose que 4 admet 2¢ valeurs propres complexes non réelles distinctes.
_ _ _ 6, . .

On les note p,, [y, fho, [l - - -, 4y, &, - Pour tout ¢ de [[l,tﬂ, onnote i, = pqel 7,0u p, est un réel

strictement positif et Qq un réel appartenant a [0, 2%{ . Enfin, on note A,---,\_ les valeurs propres réelles

distinctes de 4.

r t

Ona:m, = H(X—/\k)l_{()('z ~2pqcos(9qX+p§).
= g=

D’apres la question 18, il existe une base orthonormée C de R" dans laquelle la matrice de fest de la
N0 e e 0
0 .o :
: A (0)

forme : M, ( f) - (0) oR : (les réels A\, pouvant étre répétés plusieurs fois
: - 1 . 0
0 o e e 0 p, Rﬂt
ainsi que les matrices p qRQ, ).
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25) Préciser M, (f* )

26) Montrer que (£ = P(f)) & (vk € [Lr]h = P(3) et (Vk € [L] e = P ().

r t

t —
Onnote S = H(X-/\,c)et Q= H(X2 —2pq0030qX+pZ‘) = H(X—,uq)(X—,u,q) et on
k=1 g=1 g=1

introduit les familles de polyndmes (Lj )jE[I,r] , (Qj )je[l,t] et(Tj )je[l,tﬂ telles que :

X =)
pourtout g € [trl, £y =TT 'Q(Qf\.)
k=g

t
pour tout j Eﬂl,tﬂ, Q= S 11 — |

§(n) ,!z;;(%*l%)(%“%) T H
. S t(X*“k)(X‘:‘;) X —p;
pourtoutjeﬂl,t]’,Tj-—S<;;). g(;] pk)(;; ;;) . L;—ﬂj .

r t
Enfin, on pose P = ZAkLk + Z(“ka + 1, T, ) .

k=1 k=1
27) Montrer que P € ]R[X]et que ‘A = P(A).

28) Préciser P lorsque 7, = X(X +1)(X2 + X+ 1).

FIN.
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CORRIGE

Partie I : matrices normales d’ordre 2

A4 — (@ b a ¢\ [a>+b ac+bd
“\e d)\b d)  \ac+bd c*+d?
taqg (@ ¢ a b\ _ [a®>+c* ab+de
“\b d)\c d)  \ab+dc b +d?

a2+b2 :a2+c2 b2 . 9
A normale <= { ac+bd =ab+dc <
a(c—b)

A4d2 =242 +db—c) =0
— v =¢ b=c ou b - c
(a—d)b—c) =0 - ¢ 2(a—d) =0
A normale <= A symétrique ou {2 i;c
A normale <= A symétrique ou A= <ab 2)
Cas ou A = ( 4 b).
-b a
Si (a,b) =0, alors A = (0) ; elle est symétrique ; sinon va2 + b2 # 0 et
a b
Va2 + b2 Va2 + b2
A=+va2+1b? B b a
Va2 + 02 Va® +1?
2 2
Comme( a ) +( b ) = 1, il existe § € R tel que —=%— = cosf et
Vaz + b2 Va2 + b2 a? + b2
b .

Posons p = va? + b2, la matrice A s’écrit p CO.SH sinf ) _ pRg
—sinf cosf

En résumé,

une matrice A € My(R) est normale si et seulement si A est
symétrique ou s’il existe p >0 et 6 € R tels que A = pRy
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2)
e Si A est symétrique, alors *A = A. Le polynome P = X convient.

e Si A=pRy, alors

A—&-tA:p(( cos 6 sin6‘> n (0059 —Sinﬁ)) — 92pcos Ol

—sinf  cosf sinf cos6
tA=2pcosfl, — A. Le polynome P = 2pcosf — X convient.
poly
3)

Le polynome X% — X +1 est annulateur de A ; il n’a pas de racines réelles ; la matrice
A n’a pas de valeurs propres réelles.

La matrice A ne peut pas étre symétrique. Donc A est de la forme pR,.

cos?f —sin?0  2sinfcosd >

] 2 _ 2
Un calcul facile donne (pRy)? = p ( Cosinfeosd  cos?f — sin 0

Dans ces conditions,

2 .2 . .
9 o fcos“f —sin“0 2sinfcosd _ cosf  sinf
A=A+ L =p ( —2sinfcosf  cos? @ — sin? 6 _sinf cos ) T2
[ p*(cos? O —sin? ) — pcosh +1  2p*sinfcosf — psind
a —2p%sinf cosf + psinf p*(cos?§ —sin® ) — pcosf + 1
On obtient le systeme
p*(cos? —sin®6) — pcosf+1 =0 — p*(2cos?0 —1) —pcosf+1 =0
2p? sinf cos @ — psin O =0 sinf(2pcosf — 1) =0

2p?cos?0 — pcosf+1—p?> =0
sinf(2pcosf — 1) =0

e Sisinf = 0, alors cos§ = +1. La premiere équation devient 2p> +p+1 —p? = 0
équivalente a p? + p +1 = 0. Cette équation n’a pas de solutions réelles.

On pouvait aussi remarquer qu’alors A = +I, qui ne satisfait pas a ’équation

A2 — A+ L.
Il reste
e cosf = $~ La premiere équation donne : % - % +1—p? =0 c’est-a-dire p = 1. Dans
ces conditions, cos@ = % et sinf = i@-
Les matrices normales solutions de 42 — A + I, sont
1 V3 1 V3
2 2 2 2
A= ou A=
V31 V31
2 2 2 2
Partie II : 'endomorphisme f*
4-a)

Dans la base By, la matrice de f* est *A, donc celle de (f*)* est {(tA) = A :| (f*)* = f

4-b)
Si f est inversible, alors A est inversible, A également. D’apres les propriétés de la

transposition, (f4)~* =t(A~1). Donc | (f*)~'=(f"1)*
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