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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

ESSEC MATH I 2014 VOIE S

CORRIGE

Partie I : matrices normales d’ordre 2

1)

AtA =

(
a b
c d

)(
a c
b d

)
=

(
a2 + b2 ac+ bd
ac+ bd c2 + d2

)
tAA =

(
a c
b d

)(
a b
c d

)
=

(
a2 + c2 ab+ dc
ab+ dc b2 + d2

)

A normale ⇐⇒

 a2 + b2 = a2 + c2

ac+ bd = ab+ dc
c2 + d2 = b2 + d2

⇐⇒
{

b2 = c2

a(c− b) + d(b− c) = 0

⇐⇒
{

b2 = c2

(a− d)(b− c) = 0
⇐⇒ b = c ou

{
b = −c

2b(a− d) = 0

A normale ⇐⇒ A symétrique ou
{
b = −c
a = d

A normale ⇐⇒ A symétrique ou A =

(
a b
−b a

)
Cas où A =

(
a b
−b a

)
.

Si (a, b) = 0, alors A = (0) ; elle est symétrique ; sinon
√
a2 + b2 ≠ 0 et

A =
√
a2 + b2


a√

a2 + b2
b√

a2 + b2

− b√
a2 + b2

a√
a2 + b2


Comme

(
a√

a2 + b2

)2

+
(

b√
a2 + b2

)2

= 1, il existe θ ∈ R tel que a√
a2 + b2

= cos θ et

b√
a2 + b2

= sin θ.

Posons ρ =
√
a2 + b2, la matrice A s’écrit ρ

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
= ρRθ

En résumé,

une matrice A ∈ M2(R) est normale si et seulement si A est
symétrique ou s’il existe ρ > 0 et θ ∈ R tels que A = ρRθ
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2)

• Si A est symétrique, alors tA = A. Le polynôme P = X convient.

• Si A = ρRθ, alors

A+ tA = ρ
((

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
+

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

))
= 2ρ cos θI2.

tA = 2ρ cos θI2 −A. Le polynôme P = 2ρ cos θ −X convient.

3)

Le polynôme X2−X+1 est annulateur de A ; il n’a pas de racines réelles ; la matrice
A n’a pas de valeurs propres réelles.

La matrice A ne peut pas être symétrique. Donc A est de la forme ρRθ.

Un calcul facile donne (ρRθ)
2 = ρ2

(
cos2 θ − sin2 θ 2 sin θ cos θ
−2 sin θ cos θ cos2 θ − sin2 θ

)
.

Dans ces conditions,

A2 −A+ I2 = ρ2
(
cos2 θ − sin2 θ 2 sin θ cos θ
−2 sin θ cos θ cos2 θ − sin2 θ

)
− ρ

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
+ I2

=

(
ρ2(cos2 θ − sin2 θ)− ρ cos θ + 1 2ρ2 sin θ cos θ − ρ sin θ

−2ρ2 sin θ cos θ + ρ sin θ ρ2(cos2 θ − sin2 θ)− ρ cos θ + 1

)
On obtient le système{

ρ2(cos2 θ − sin2 θ)− ρ cos θ + 1 = 0
2ρ2 sin θ cos θ − ρ sin θ = 0

⇐⇒
{
ρ2(2 cos2 θ − 1)− ρ cos θ + 1 = 0

sin θ(2ρ cos θ − 1) = 0

⇐⇒
{
2ρ2 cos2 θ − ρ cos θ + 1− ρ2 = 0

sin θ(2ρ cos θ − 1) = 0

• Si sin θ = 0, alors cos θ = ±1. La première équation devient 2ρ2 ± ρ + 1 − ρ2 = 0
équivalente à ρ2 ± ρ+ 1 = 0. Cette équation n’a pas de solutions réelles.

On pouvait aussi remarquer qu’alors A = ±I2 qui ne satisfait pas à l’équation
A2 −A+ I2.

Il reste

• cos θ = 1
2ρ
. La première équation donne : 1

2
− 1

2
+1− ρ2 = 0 c’est-à-dire ρ = 1. Dans

ces conditions, cos θ = 1
2
et sin θ = ±

√
3
2
.

Les matrices normales solutions de A2 −A+ I2 sont

A =

 1
2

√
3
2

−
√
3
2

1
2

 ou A =

 1
2

−
√
3
2√

3
2

1
2



Partie II : l’endomorphisme f∗

4−a)

Dans la base B0, la matrice de f∗ est tA, donc celle de (f∗)∗ est t(tA) = A : (f∗)∗ = f

4−b)
Si f est inversible, alors A est inversible, tA également. D’après les propriétés de la

transposition, (tA)−1 = t(A−1). Donc (f∗)−1 = (f−1)∗
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