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CORRIGE

PROBLEME I

Partie I : propriétés générales de T

1)

Soit F une primitive de f sur R (il en existe car f est continue sur R).

∀x ∈ R, T (f)(x) = 1
2
(F (x+ 1)− F (x− 1)).

Les fonctions x 7→ x+1 et x 7→ x− 1 sont continues, dérivables sur R et à valeurs dans
R ; F est continue, dérivable sur R. Donc, par composition, les fonctions x 7→ F (x+1)
et x 7→ F (x− 1) sont continues, dérivables sur R (elles sont même de classe C1).

T (f) est dérivable sur R et ∀x ∈ R, (T (f))′(x) = 1
2
(f(x+ 1)− f(x− 1))

2)

L’application T va donc de E dans E1 ⊂ E. La linéarité de T résulte de celle de
l’intégration, donc

T est un endomorphisme de E

3)

Soit g ∈ E. Supposons qu’il existe f ∈ E / g = T (f), alors g est dérivable comme nous
l’avons montré.

L’application x 7→ |x | appartient à E, elle n’est pas dérivable sur R, elle n’admet donc
pas d’antécédent par T .

L’endomorphisme T n’est pas surjectif

4)

∀x ∈ R, T (f)(−x) = 1
2

∫ −x+1

−x−1

f(t)dt. Posons u = −t ; dt = −du.

On obtient T (f)(−x) = −1
2

∫ x−1

x+1

f(−u)du = 1
2

∫ x+1

x−1

f(−u)du.
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Si f est paire, T (f)(−x) = 1
2

∫ x+1

x−1

f(u)du = T (f)(x) ;

si f est impaire, T (f)(−x) = −1
2

∫ x+1

x−1

f(u)du = −T (f)(x)

T (f) et f ont la même parité

5)∫ +∞

−∞
f(t)dt converge équivaut à

∫ +∞

0

f(t)dt converge et
∫ 0

−∞
f(t)dt converge.

∀x ∈ R, T (f)(x) = 1
2
(

∫ x+1

0

f(t)dt−
∫ x−1

0

f(t)dt).

lim
x→+∞

∫ x+1

0

f(t)dt = lim
x→+∞

∫ x−1

0

f(t)dt =

∫ +∞

0

f(t)dt ∈ R =⇒ lim
x→+∞

T (f)(x) = 0.

lim
x→−∞

∫ x+1

0

f(t)dt = lim
x→−∞

∫ x−1

0

f(t)dt =

∫ −∞

0

f(t)dt ∈ R =⇒ lim
x→−∞

T (f)(x) = 0.∫ +∞

−∞
f(t)dt converge implique lim

x→+∞
T (f)(x) = lim

x→−∞
T (f)(x) = 0

6)

∀x ∈ R, T (s)(x) = 1
2

∫ x+1

x−1

sin(πt)dt = − 1
2π

[
cos(πt)

]x+1

x−1

= − 1
2π

(
cos(π(x+ 1))− cos(π(x− 1))

)
= − 1

2π

(
cos(πx+ π)− cos(πx− π)

)
= − 1

2π

(
cos(πx+ π)− cos(πx+ π)

)
car cos(t− π) = cos(t− π + 2π)

∀x ∈ R, T (s)(x) = 0.

s n’est pas la fonction nulle 0E de E, T (s) = 0E, donc T n’est pas injectif

Partie II : premier exemple

7)

T (fa)(x) =
1
2

∫ x+1

x−1

eatdt

• a = 0 =⇒ T (f0)(x) =
1
2
(x+ 1− (x− 1)) = 1.

• a ≠ 0 =⇒ T (fa)(x) =
1
2a

(ea(x+1) − ea(x−1)) = eax e
a − e−a

2a
.

T (fa)(x) =

{
1 si a = 0

eax e
a − e−a

2a
si a ≠ 0

8)

En lisant le résultat précédent, ∀a ∈ R, T (fa) = φ(a)fa
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