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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

EMLYON 2014 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Le langage turbo-Pascal n’étant plus du programme, nous n’avons pas
traité les questions d’informatique.

EXERCICE I

PARTIE I : Etude de φ

1)

L’application x 7→ 1
x est de classe C3 sur R∗

+ en tant que fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas.

L’application exponentielle est de classe C3 sur R, donc par composition, l’application
x 7→ exp( 1x ) est de classe C3 sur R.

L’application x 7→ x est de classe C3 sur R en tant que fonction polynomiale.

Donc l’application x 7→ x exp( 1x ) est de classe C3 par produit et enfin, par différence,

l’application φ : x 7→ exp(x)− x exp( 1x ) est de classe C3 sur R∗
+

∀x > 0, φ′(x) = exp(x)− exp( 1x ) +
1
x exp( 1x )

φ′′(x) = exp(x) + 1
x2 exp( 1x )−

1
x2 exp( 1x )−

1
x3 exp( 1x )

= exp(x)− 1
x3 exp( 1x )

φ′′′(x) = exp(x) + 3
x4 exp( 1x ) +

1
x5 exp( 1x )

∀x > 0, φ′′′(x) = exp(x) + 3x+ 1
x5 exp( 1x )

2)

∀x > 0, φ′′′(x) > 0 car exp(x), x5, 3x+ 1 et exp( 1x ) sont > 0.

D’où le tableau de variations :

x 0 1 +∞

φ′′′(x) + +

φ′′ ↗ 0 ↗
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φ′′(1) = exp(1)− 1
13

exp(1
1
) = e− e = 0.

La fonction φ′′ est strictement croissante sur ]0,+∞[ ; elle s’annule en 1, donc

∀x ∈ ]0, 1[, φ′′(x) < 0 et ∀x > 1, φ′′(x) > 0.

Traçons le tableau de variations de φ′.

Remarquons que la continuité de φ′′ est inutile pour en déduire son signe ; le théorème
” de la bijection ” ne sert à rien non plus.

x 0 1 +∞

φ′′(x) − 0 +

φ′ ↘ e ↗

La fonction φ′ admet un minimum en 1 ; il vaut φ′(1) = exp(1)− exp(1)+ 1
1
exp(1

1
) = e

∀x > 0, φ′(x) ≥ e

3)

lim
x→0+

exp(x) = exp(0) = 1 par continuité de l’exponentielle au point 0.

lim
x→0+

x exp( 1x ) est une forme indéterminée du type ” 0 × (∞) ” car lim
x→0+

1
x = +∞ et

lim
x→0+

exp( 1x ) = +∞.

Levons l’indétermination.

Posons u = 1
x ; x → 0+ ⇐⇒ u → +∞.

x exp( 1x ) =
exp(u)

u . lim
x→0+

x exp( 1x ) = lim
u→+∞

exp(u)
u = +∞ par croissances comparées.

φ(x) = x− x exp( 1x ) ; lim
x→0+

exp(x) = 1, donc lim
x→0+

φ(x) = −∞

4)

∀x > 0,
φ(x)
x =

exp(x)
x − exp( 1x ).

lim
x→+∞

exp(x)
x = +∞ par croissances comparées, lim

x→+∞
exp( 1x ) = exp(0) = 1 par continuité

de l’exponentielle au point 0. Par suite lim
x→+∞

φ(x)
x = +∞

Par définition d’une limite, lim
x→+∞

φ(x)
x = +∞ ⇐⇒ ∀A > 0, ∃B > 0 / ∀x ≥ B,

φ(x)
x ≥ A.

Pour A = 1, ∃X > 0 / ∀x ≥ X,
φ(x)
x ≥ 1. Donc ∀x ≥ X, φ(x) ≥ x (on a multiplié

l’inégalité précédente par x > 0.)

On en déduit lim
x→+∞

φ(x) = +∞

5)

Soit x ≥ 3. D’après la question 2), φ′(x) ≥ e. Les bornes d’intégration (3 et x) sont
dans l’ordre croissant, donc∫ x

3

φ′(t)dt ≥
∫ x

3

edt, ce qui équivaut successivement à
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 22 pages.



EMLYON VOIE E 2014 3

[
φ(t)

]x
3
≥

[
et
]x
3
, puis à

φ(x)− φ(3) ≥ e(x− 3) et enfin à

φ(x) ≥ ex− 3e+ φ(3).

D’après l’énoncé, φ(3) > 15 ; 3e < 15 car e < 3, donc φ(3) − 3e > 0 ; ex+ φ(3) − 3e > ex,
par suite

∀x ≥ 3, φ(x) ≥ ex

6)

D’après la question 2), φ′′ s’annule et change de signe si et seulement si x = 1.

La courbe (C) représentative de φ admet un unique point d’inflexion au point de

coordonnées (1, φ(1)) = (1, 0)

Une équation de la tangente en ce point est : y = φ′(1)(x− 1) + φ(1) ⇐⇒ y = ex− e

7)

D’après l’étude de φ′ faite à la question 2), ∀x > 0 ≥ φ′(x) ≥ e > 0. D’où le tableau de
variations

x 0 1 +∞

φ′(x) + +

φ −∞ ↗ 0 ↗ +∞

Au voisinage de 0, la courbe (C) admet l’axe des ordonnées comme asymptote puisque
lim

x→0+
φ(x) = +∞

Au voisinage de +∞, la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (Oy)

puisque lim
x→+∞

φ(x) = lim
x→+∞

φ(x)
x = +∞.
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PARTIE II : Etude d’extremum pour une
fonction réelle de deux variables réelles

8)

9)

La fonction (x, y) 7→ xy est de classe C2 sur U en tant que fonction polynomiale.

Les fonctions (x, y) 7→ exp(x) et (x, y) 7→ ln y sont de classe C2 sur U d’après le cours.

Par produit, la fonction (x, y) 7→ exp(x) ln y est de classe C2 sur U ; par différence, la
fonction (x, y) 7→ xy − exp(x) ln y est de classe C2 sur U .

La fonction f : (x, y) 7→ xy − exp(x) ln y est de classe C2 sur U

La fonction f admet donc des dérivées partielles d’ordre 1 et 2 continues sur U . On
peut appliquer le thèorème de Schwarz qui s’exprime ainsi

∀(x, y) ∈ U,
∂2f
∂x∂y

(x, y) =
∂2f
∂y∂x

(x, y)

∀(x, y) ∈ U ,
∂f
∂x

(x, y) = y − exp(x) ln y = p(x, y).

∂f
∂y

(x, y) = x− exp(x)
y = q(x, y).

∂2f

∂x2 (x, y) = − exp(x) ln y = r(x, y).

∂2f

∂y2
(x, y) =

exp(x)

y2
= t(x, y).

∂2f
∂y∂(

x, y) =
∂2f
∂y∂x

(x, y) = 1− exp(x)
y = s(x, y).

( Rappelons que p, q, r, s, t sont les notations de Monge).

10)

(x, y) ∈ U est un point critique pour f si et seulement si p(x, y) = q(x, y) = 0.{
p(x, y) = 0
q(x, y) = 0

⇐⇒

{
y − exp(x) ln y = 0 L1

x− exp(x)
y = 0 L2

⇐⇒

{
y = exp(x) ln y L1

x =
exp(x)

y L2

Remarquons que L2 impose x > 0 puisque y > 0 d’après l’énoncé et exp(x) > 0 d’après
le cours.

Le système précédent équivaut successivement à
y = exp(x) ln y L1

x =
exp(x)

y L2

x > 0 L3 ;
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