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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2014

ESSEC MATH II 2014 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

PARTIE I : autour de la loi de Benford

1−a)
Rappelons que : ∀y ∈ R, {y} = y − ⌊y⌋ ⇐⇒ {y}+ ⌊y⌋ = y.

∀x > 0, 10{log x} × 10⌊log x⌋ = 10{log x}+⌊log x⌋ = 10log x = x.

1−b)
• Vérifions que 10{log x} appartient à [1, 10[.

1 ≤ 10{log x} < 10 ⇐⇒ log 1 ≤ {log x} < log 10 car la fonction z ∈ R∗
+ 7→ log z = ln z

ln 10
est

strictement croissante comme l’indique sa dérivée (z 7→ 1
z ln 10

) qui est strictement

positive. Donc

1 ≤ 10{log x} < 10 ⇐⇒ 0 ≤ {log x} < 1. (1b)

Or {log x} = log x− ⌊log x⌋.
Rappelons que, par définition, ⌊log x⌋ est le plus petit entier relatif inférieur ou égal
à log x ; on a donc l’encadrement suivant :

⌊log x⌋ ≤ log x < ⌊log x⌋+ 1 qui équivaut à 0 ≤ log x− ⌊log x⌋ < 1 ou encore 0 ≤ {log x} < 1.

Par conséquent, d’après l’équivalence (1b), on a bien

1 ≤ 10{log x} < 10

• Vérifions l’unicité.

Supposons que l’on ait écrit x = α10n avec α ∈ [1, 10[ et n ∈ Z. On a donc

log x = logα+ log 10n = logα+ n. (1b1)

1 ≤ α < 10 ⇐⇒ log 1 ≤ logα < log 10 ⇐⇒ 0 ≤ logα < 1.

Par suite n ≤ logα+ n < 1 + n, ce qui équivaut à n = ⌊logα+ n⌋,
donc d’après (1b1) cela veut dire que n est la partie entière de logα+ n = log x.

n = ⌊log x⌋ (1b2)

Dans ces conditions, log x − ⌊log x⌋ = logα + n − n = logα ; donc logα = {log x} et par
suite α = 10{log x}.

On vient de voir que

α est unique et vaut 10{log x} ; n est unique et vaut ⌊log x⌋
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1−c)
On vient de voir que 10{log x} ∈ [1, 10[. Par conséquent, sa partie entière est un entier
entre 1 et 9.

γ = ⌊10{log x}⌋ ∈ [[1, 9]]

2)
9∑

k=1

pk =
9∑

k=1

log(1 + 1
k
)

=
9∑

k=1

log(k + 1
k

) =
9∑

k=1

(log(k + 1)− log k)

= log 10− log 1 par ” télescopage additif ”
9∑

k=1

pk = log 10 = 1

Comme pk ≥ 0, la suite (pk)1≤k≤9 définit une loi de probabilité.

3−a)
Soit k ∈ [[1, 9]] / k = ⌊10Y ⌋. On a alors k ≤ 10Y < k + 1 d’après la définition de la partie
entière.

3−b)
Γ = ⌊10{logX}⌋.
D’après la question 1−c), Γ(Ω) = [[1, 9]].

∀k ∈ [[1, 9]], (Γ = k) = (⌊10{logX}⌋ = k)
= (k ≤ 10{logX} < k + 1)
= (log k ≤ log(10{logX}) < log(k + 1)) par stricte croissance de log
= (log k ≤ {logX} < log(k + 1))
= (log k ≤ Y < log(k + 1))

Or 1 ≤ k < k + 1 ≤ 10, donc 0 ≤ log k < log(k + 1) ≤ log 10 = 1. Comme Y suit la loi
uniforme sur [0, 1[, on a

P (log k ≤ Y < log(k + 1)) = log(k + 1)− log k = log(k + 1
k

) = pk.

∀k ∈ [[1, 9]], P (Γ = k) = pk ; Γ suit une loi de Benford

4−a)
7→ i)

On a ⌊y⌋ ≤ y < ⌊y⌋+ 1 et {y} = y − ⌊y⌋.
Donc ⌊y⌋ − n ≤ y − n < ⌊y⌋ − n+ 1 ; ce qui veut ⌊y − n⌋ = ⌊y⌋ − n.

Par suite, {y − n} = y − n− ⌊y − n⌋ = y − n− (⌊y⌋ − n) = y − ⌊y⌋ = {y}.
{y − n} = {y}

7→ ii)

∀ω ∈ Ω, {Y (ω)} = {Y (ω)−n}. Donc les deux variables {Y } et {Y −n} sont égales et par
suite

{Y } et {Y − n} suivent la même loi

7→ iii)

∀x ∈ R, F(Y−⌊a0⌋)(x) = P (Y − ⌊a0⌋ ≤ x)
= P (Y ≤ x+ ⌊a0⌋) = FY (x+ ⌊a0⌋)

La fonction g est continue sur R ; d’après le cours cela implique que la fonction FY

est de classe C1 sur R.
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