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EXERCICE

Soit n un entier supérieur ou égal a 2 et B = C14E2y...56n la base canonique de R".
(=] | t 3=
n

Soit v un vecteur donné de R™ de coordonnées w1, va, . .., v, dans la base B et qui vérifie E =1

=]

Soit f I'application définie sur R™ qui & tout vecteur @ = (21,2, ...,2,) € R", associe le vecteur f (x) défini

par : f(z) =2 — (i:&;)v.
i=1

1.a) Montrer que f est un endomorphisme de B".
b) Montrer que fo f = f.
2. Déterminer le spectre de f.
3.a) Montrer que le vecteur y appartient & I'image de f, notée Imf, si et seulement si Flyy =
b) Montrer que la dimension de Imf est inférieure on égale & n — 1.
¢) Montrer que pour tout i € [1,n— 1], on a (¢; — €;41) € Imf.
d) En déduire une base et la dimension de Imf. Quel est le rang de f ?
4.a) Déterminer une base du noyau de f.
b) Quels sont les sous-espaces propres de f?
¢) L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?
5. Ecrire la matrice M de Pendomorphisme f dans la base canonique de R™ et la matrice M’ de f dans une

base de vecteurs propres.
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PROBLEME

Dans tout le probléme :

e Toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P).

e On considére une variable aléatoire X & valeurs strictement positives suivant la loi exponentielle de
paramétre A (avec A > 0), de densité fx définie par :

_JAe*® sas0
fA(I)m{O siz<0’

Partie I. Comparaison de deux estimateurs de -i:

L’objectif de cette partie est de comparer deux estimateurs sans biais et convergents du parametre inconnu — -

X
Pour n entier de N*, soit (X, X5, ..., X,,) un n-échantillon de variables aléatoires A valeurs strictement positives,
indépendantes et de méme loi que X.
n
o= 1
On pose pour tout n € N* : ¥, = ZX,—, Xn=—Y, et M,, = max (X;, Xo,..., Xp).
n

i=1
1. Rappeler sans démonstration les valeurs de 'espérance E(X), de la variance V(X) ainsi que I'expression

de la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire X.

i i it <7 : L 1
2. Calculer E(Xn) et V(Xn). En déduire que X, est un estimateur sans biais et convergent du paramétre e
3.a) Montrer qu'une densité fis, de M, est donnée par :
A AR . Xt e
Fip (o) nie (1 — ¢ %) si z > 0
0 stz <
b) Etablir pour tout n € N*, I'existence de Pespérance E(M,) de la variable aléatoire M,,.
¢) En posant z = 1 — ¢** justifier pour tout a > 0, '’égalité :

o

o 1 1=
/ ze (1 —e M) 1y = T2 f 2" (1~ z)dz.
2 A Jo

1
d) En déduire que 'on a : E(M,,) = —;—1 / 2" In(l — 2z)dz.
0
e) Montrer que la fonction z — (1 — 2)(1 — In(1 — 2)) définie sur I'intervalle [0, 1], est une primitive de la
fonction z — In(1 — 2).
A Vaide d’une intégration par parties, en déduire pour tout n € N* une relation entre E(M,,. 1) et BE(M,).

n
1 1
f) On pose pour tout n € N* : up = 3 = - Déduire de la question précédente que E(M,) = 5 tn-

j=1
n

M, 1 1
4. On pose pour tout n € N* : M} = —" et v, = Z ok On admet que V(M,,) = 33 Vn-

T le

a) Caleuler E(M),) et V(AL}).

b) Justifier la convergence de la ¥#4e¢ de terme général v,,. Déterminer hrf e
Nn—oc

¢) Déduire des questions 4.a) et 4.b) que M}, est un estimateur sans biais et convergent du paramatre T

T
: : 142
d) Soit @ la fonction polynomiale définie sur R par Q(z) = E (:1: - —_) :
: J
i=1
A l'aide de I'étude de Q, établir I'inégalité : u2 < nwy,.

e) Comparer alors V(M) et V(X,). Conclure.
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Partie II. Un exemple.

Les notations et le contexte sont ceux de la partie L

Dans cette partie, on suppose que la durée de vie (en heures) d’un composant électronique est une variable
aléatoire X & valeurs strictement positives suivant la loi exponentielle de parametre A (avec A > 0),

On suppose qu’en cas de panne, le composant électronique est immédiatement remplacé par un composant
neuf dont la durée de vie est indépendante et de méme loi que celle des composants précédents.

Pour j € N*, on note X; la variable aléatoire égale & la durée de vie du j-tme composant.

Pour n entier de N*, on con;stitue ainsi un n-échantillon (X;, Xs,..., X,,) de variables aléatoires & valeurs
strictement positives, indépendantes et de méme loi que X.

S " 1
On note (z1, Z2,...,2,) la réalisation du n-échantillon (X;, Xs,..., X,,) et on pose : T = — E ;.
n

“ =l

. e 1 s : 1
5.a) Donner une interprétation de 3 Dans quelle unité s'exprime X ?
b) Soit p € ]0, 1[. Déterminer en fonction de p et A, 'unique réel hy, pour lequel on a P([X > hy)) = p.

¢) Proposer un estimateur H,, sans biais et convergent pour le parametre hy,.
100
d) On suppose que sur un échantillon de 100 composants, on a obtenu : z x; = 10° heures.
iy
Donuner une estimation de h 3 (on donne In2 ~ 0, 7).

6. On admet sans démonstration que pour tout n € N*, la fonction de répartition Fy de la variable

aléatoire Y;, est donnée par :

»~)\mn_l (A :B)k L
Fy, (z) = L= kZﬂT stz >0
0 B sinon

Soit t > 0 un réel fixé et N(t) la variable aléatoire égale au nombre de pannes dans I'intervalle [0, ¢[.
a) Déterminer la loi de la variable aléatoire N (t).
b) Donner une estimation “ naturelle ¥ du nombre moyen de pannes dans Uintervalle [0, ¢].

7. L'objectif de cette question est de déterminer un intervalle de confiance asymptotique du paramétre

: 1 ]
inconnu — au nivean de confiance 1 — o (0 < ¢ < 1).

a) Soit @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et soit ¢; et t2 deux réels

el (44 o
vérifiant ®(t;) =1 — 5 e D(ta) = 5
b) On pose : R, = 1/n(A Xn — 1). Justifier que la suite de variables aléatoires (Rp)nen+ converge en loi vers

une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.

¢) En déduire que n_l_i}xfwP([—tl SR, <t])=1-a

. Montrer que 13 = —1;.

; : ; : 1 ;
d) Déterminer un intervalle de confiance asymptotique de 5 u niveau de confiance 1 — a.
e) Que se passe-t-il lorsque a est proche de 0 ou lorsque a est proche de 17
f) Pour a = 0, 05, on donne #; ~ 2. Montrer qu'avec 'échantillon de la question 5.d), la réalisation de

1
I'intervalle de confiance asymptotique de 3, au nivean de confiance 0,95 est : [83& 125{}].

3/4
Tournez la page S.V.P.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 25 pages.



Partie III. Un résultat asymptotique.
Les notations et le contezte sont ceur des parties précédentes.
1 2 o
Pour tout n € N*, on pose T, = M, — 5 Inn et on note Fr, la fonction de répartition de T),.

1 n
8.a) Montrer que pour tout z réel, on a : Fr, (z) = (FX (m + :\—lnn)) :

b) Pour chaque réel z fixé, déterminer un entier naturel N, (qui dépend de x) tel que pour tout entier n > N,

0na:m+xlnn>0.
— Az

e : 1 &
En déduire que pour tout entier n > Ny, on a : Fi (:r: + —In n.) =1-

A

n

—AT
c¢) Montrer que pour tout z réel, on a : lim Fr, (z) = exp (— e_‘\m) s
n—+oo

9. Soit F' la fonction définie sur R & valeurs réelles telle que : F(z) = exp ( — e~7).
a) Justifier que F est de classe C* sur R et montrer que F réalise une bijection de R sur Vintervalle 10, 1].
b) En déduire que F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire T' admettant une densité fr
continue sur R que 'on déterminera ; on dit que T suit la loi de Gumbel de paramétre ).
¢) Justifier la convergence en loi de la suite de variables aléatoires (T )nen+ vers la variable aléatoire 7.

10.a) Etablir I'existence de l'espérance E (T) de la variable aléatoire T
1 7 :
b) On pose : Z = = In (AX). Montrer que les variables aléatoires Z et 7" sont de méme loi.

+o0
c) Justifier I'égalité : E(T') = —;f e Intdt.

0
d) A Paide de la concavité de la fonction In sur 7, établir I'inégalité : E(T) > 0.
11. On suppose dans cette question que \ = 1.

a) Expliciter la bijection réciproque G de la fonction F.

b) On considére le programme Scilab suivant :
x=linspace(-2,2,400) ; y=(exp(~exp(-x))); plot(x,y), plot(y,x)
(i) Le réel 0 fait-il partie des nombres renvoyés par la commande x=linspace(~2,2,400) 7
(i) Quel sera le résultat de I'exéeution de ce programme ?

¢) Soit U une variable aléatoire snivant la loi uniforme sur U'intervalle |0, 1].
Quelle est la loi de la variable aléatoire G(U) ?
d) Etablir 'inégalité : E(T) < 1.
e) Par une méthode de votre choix, écrire en Scilab les commandes qui permettent de simuler la loi de T,
f) Ecrire en Scilab les commandes qui permettent de renvoyer une valeur numérique approchée de E(T) en
utilisant la méthode de Monte-Carlo.
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CORRIGE

EXERCICE
1-a)
Soit x = (z1,...,2,) ER™, y= (y1,...,yn) € R", a € R.
az +y = (ax1 + Y1, 0Ty + Yn)

flax+y) =ax+y-— (i aa:z—|—yl)
i=1

S (Lu)y

=1 =1
:a(x—<2x¢)v>+y— yi>v
i=1 =1
flaz+y)=af(z)+ f(y) ; f est linéaire (i)
De plus, pour tout x de R*, f(z) est une combinaison linéaire de deux vecteurs = et
v de R™, donc

=ar+y—«o

/N

f(x) appartient a R™ (ii).

D’apres les points (i) et (ii), f est un endomorphisme de R®

1-b)
Vr €R", fof(z) =

Or, si U'on écrit v = (v1,...,vn), f(v) = v — (Zvi)v = v —v = 0 car par hypothese,

i=1
n

Zvl = 1. Par suite f(z (zn:xo

i=1 i=1

Ve eR", fof(x)=f(x) = fof=f
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2)
fof=f<+= fof—f=06 (endomorphisme nul de R").

Le polynome X2?-X est annulateur de f. D’apres le cours, les valeurs propres possibles
de f sont des racines de ce polynome.

Les racines de ce polynome sont 0 et 1 car X? — X = X(X —1).

spect(f) € {0,1}
e On a vu que f(v) = 0 = Ov. Le vecteur v est non nul puisque la somme de ses
coordonnées vaut 1. Cela prouve que 0 est valeur propre de f et que v est un vecteur
propre de f associé a la valeur propre 0.

e Regardons si 1 est valeur propre, c’est-a-dire s’il existe un vecteur z non nul tel
que f(z) ==.

L’expression générale de f(x) est f(x) =a — (

7

Comme n > 2, on peut prendre z = (1,-1,0,...,0) € R*. Donc 1 est valeur propre de
f. Conclusion :

Y xi>v. Il suffit d’avoir zn:xi =0.
= =1

1

spect(f) = {0,1}

3-a)
Notons I I’ensemble I des vecteurs invariants par f ; I = {z € R" / f(z) = x}.

*  Siy= f(y), alors y appartient a Im f car y est sa propre image.
est inclus dans I'image de f : I C Im f
*  Réciproquement, si y appartient a Im f, il existe  dans R" tel que y = f(z). Donc

fy) = f(f(@)) = (f o f)z) = f(x) (puisque fo f = f), donc f(y) =y.

Ceci prouve que : Im f C I. Par conséquent,

ICcImfetImfclIéquivaut a I =1Imf

3-b)
Il y a plusieurs facons de répondre a cette question.
*  D’apres le théoreme du rang,

dimR"™ = dimKer f + dimIm f <= n = dim Ker f 4+ dim Im f.
D’apres la question 2), on a vu que f(v) = 0 ; cela veut dire que v € Ker f. Or v # 0,
donc Ker f # {0} : dimKer f > 1.
Par suite dimIm f =n — dimKer f <n — 1.
*  Puisque f est un endomorphisme de I’espace R™ qui est de dimension finie n,
d’apres le cours, il y a équivalence entre f bijectif, f injectif, f surjectif ; il y a
donc aussi équivalence entre les contraires de ces propositions, a savoir entre f non
bijectif, f non injectif, f non surjectif. Or on sait que f n’est pas injectif toujours
d’apres la question 2), donc f n’est pas surjectif. Cela se traduit par Im f strictement
incluse dans R™. Donc dimIm f < n s0it dimIm f < n — 1.

*  On pouvait aussi raisonner par I’absurde. Si dimIm f = n, alors comme Im f ¢ R",
on en déduit Im f = R". D’apres la question précédente, on a I = R". Cela est
manifestement faux car, par exemple, f(v) =0 # v.

dimIm f <n-—1
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3-¢)

Remarquons que pour tout i € [1,n — 1], la i®™® coordonnée de e; — e;1; est 1 et
la (i 4 1) ¢ est —1, les autres sont nulles. Par suite la somme des coordonnées de
e; —eip1 est nulle. Il en résulte que f(e; —eir1) = e; — eio1 + 0.0 = e; — ;1. D’apres la
question 3—a),

Vie[l,n—1], e; —e;41 €Im f

3-d)
Regardons si la famille {e; — e;11, <i<n—1} est libre.
n—1
Soit ay,...,a,_1 des réels tels que Zai(ei —e;11) = 0. Cette égalité s’écrit

i=1
aj(e; —ez) +as(es —e3) + -+ an_1(en_1 — €,) =0, Puis

arer + (a2 —ag)ea + -+ (a1 — Qp_2)en—1 — Qn_1€n. (3d)
La famille (ey,...,e,) est la base canonique de R”, ’égalité précédente équivaut a :
a1 =0
g — Q1 =0
Qp_1—Qp—g =0
Qp_1 =0

La résolution est immédiate : en effet, a; = 0, donc la deuxieme équation donne
az = 0, puis az = 0 et ainsi de suite ’avant-derniere ligne donne «,,_; = 0 ainsi que la
derniere. On obtient donc a3 =as =+ =a,_1 = 0.

La famille {e; —e;11, 1 <i<n—1} est libre

Remarque : on peut obtenir rigoureusement 1’égalité (3d).

n—1 n—1 n—1
E a;(e; —eit1) =E aiei—g Qi€it1
1=1 =1 =1

on pose k =i+ 1 dans la seconde somme, donc i =k — 1

n—1 n
E ;€ — g Qf 1€k
i=1 k=2

n—1 n—1
= a1e1 + Z o;€; — Z ;_1€; — Op—1€p I'indice k est muet
=2 =2

n—1
=oe; + g (i —ai—1)e; — an—iey
i=2

Revenons a la question : la famille {e¢; —e;11, 1 <i <n—1} est une famille libre de
n —1 vecteurs de Im f (d’apres la question 2—c) ; dimIm f <n — 1 d’apres la question
3-b). On sait d’apres le cours que , si E est un espace de dimension N, alors toute
famille de plus de N vecteurs de E est liée ; les familles libres d’un tel espace ont,
au plus, N éléments. Par conséquent la dimension de Im f ne peut étre strictement
inférieure a n — 1, puisque la famille {e; — e;11, 1 <i <n — 1} est une famille libre de
n — 1 vecteurs de Im f. Comme dimIm f < n — 1, il ne reste plus que dimIm f =n — 1.

Dans ces conditions, la famille {e¢; — e;11, 1 <i <n— 1} est une famille libre de n —1
vecteurs dans un espace de dimension n — 1, ¢’en est une base.

dimIm f =n—1 <= rang(f) =n— 1.

La famille {e; —e;11, 1 <i<n—1} est une base de Im f

page 3 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
Tous droits de 'auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 25 pages.



4 HEC VOIE E 2015

4-a)
D’apres le théoreme du rang : n = dimKer f +dimIm f ; on déduit dimKer f = 1. Or on
sait que v # 0 appartient & Ker f (voir la question 3—b), donc la famille constituée
par le vecteur v est une famille libre de 1 vecteur dans un espace de dimension 1 :
c’en est donc une base.

La famille (v) est une base de Ker f

4-b)
Désignons par E(X, f) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre .
On a vu a la question 2) que spect(f) = {0,1}.

On sait que E(0, f) = Ker f et on a vu a la question 3—a) que Im f = E(1, f)

E(0, f) =Ker f =vect(v) ; E(1,f) =Im f = vect(e; —ej11), 1 <i<n-—1

4-c)
spect(f) ={0,1} ; dim E(0, f) =1 et dim E(1, f) =n — 1.

dim E(0, f) + dim E(1, f) = n = dimR" : f est diagonalisable

C’est une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité.
5)
Soit e; un vecteur de la base canonique de R". Ce vecteur a toutes ses coordonnées
nulles sauf la j ¢ qui vaut 1. Par suite la somme de ses coordonnées vaut 1.

ej) = e;j — lu = e; — . nn rdonné vecteur dan

y ;=1 j La colonne des coordonnées de ce vecteur dans la base
—v;

—uy

canonique de R™ est :

—Un,

Cette colonne constitue la j @€ colonne de la matrice de f dans la base canonique

de R™.
11— - -
Par exemple, dans R3, la matrice M de fest M=| —vy 1—wvy —uvy
—vV3 —7vV3 1-— V3

Dans le cas général,

11— —v1 —v1 ... -1 o -1
—V2 1-— (%) —V2 —U2
—U3 —U3 . —U3
M =
1-— Uj
—Up, —Up, —Un, .o 1=,

Rappelons que f est diagonalisable ; on obtient donc une base de R™ en concaténant
(ou en mettant bout & bout) des bases de chacun des sous-espaces propres.

Prenons (v) pour base de E(0, f) = Ker f et (e1 —e2,...,€; —€is1,-..,en_1—€,) pOUr base
de Im f = E(1, f).
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Une base B’ de R, formée de vecteurs propres de f est

(v,€1 —€2,...,€; —€iy1,.-.,en_1 — €,). Dans cette base la matrice de f est
0 0 T
0 1 0
[V .
0 0 0 1
PROBLEME

Partie I : comparaison de deux estimateurs de

>l

1)

1 -1
E(X) =%, v(X) = 5
0 si <0
R, F . -
v e x( {1 si x>0

Les inégalités peuvent étre prises au sens large, ce que nous avons fait, car les deux
expressions coincident pour x = 0 ; mais il ne faut bien stir pas les prendre au sens
strict toutes les deux car Fy ne serait pas définie au point z =0 !

2)
Par linéarité de l'espérance, E(X Tllzn: = ﬁ X n X % car les variables X;
suivent la méme loi que X. -
E(X,) =3
Les variables X; sont indépendantes, donc
V(X, —1VZX QZV )= 5 xnx 55
V(X)) = g

La variable X, est une fonction des n variables X;, indépendantes, de meéme loi ;

cette loi dépend du parametre , donc X,, est un estimateur de %

, donc X,, est un estimateur sans biais de 1

E(Yn) = 2\

>

lim V(X,)=0 : cet estimateur est convergent

n—-+oo

7

Remarque : en toute rigueur on devrait dire ” la suite d’estimateurs (X,) est

convergente, ce que nous ne ferons pas.
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3-a)
e Déterminons la fonction de répartition de M,,.
Ve € R, Fuy, () = P(max(Xy,...,X,) <z)

:p((x1 <)N(Xz<z)N---N(Xn Sx))

= HP(Xi <z) car les variables X; sont indépendantes
i=1
= (P(X < m)) car les variables suivent la méme loi que X

n 0 si <0
Vo € R, Fur, (o) = (Px(0) —{(1—6—M)" si x>0

Rappel : la fonction de répartition d'une variable a densité est continue sur R, de
classe C! sauf en un nombre fini de points.

La fonction Fy;, est de classe C* sur R* en tant que fonction nulle.

La fonction Fy;, est de classe C' sur R*% en tant que puissance enieme > 0 d'une

fonction de classe C! sur R*.

D’autre part, lim (1 - e )" =0 = Fyy, (0). De plus, il est évident que lim 0 = 0, donc
x>0 x<0

la fonction Fy;, est continue en 0 ; avec ce que l'on vient de dire, elle est continue

sur R.

En résumé, la fonction de répartition de M, est continue sur R, de classe C' sur R*,
¢’est une fonction répartition d’une variable a densité : conclusion,

M,, est une variable a densité.
Rappel : dans ces conditions, on peut prendre pour densité fu, = Fy, la ou Fy,

est dérivable (dans le cas présent sur R*) et la ou Fy;, n’est pas dérivable, on peut
prendre pour fy;, n'importe quelle valeur positive ou nulle. Nous choisissons de
prendre fy, (0) =0, ce qui donne

Far (2) = 0 si <0
M nAe M (1 —e M)l g >0

Remarquons que lorsque n > 2, nhe™**(1 — e=**)"~! est nul pour =0 (car n — 1> 1).
On peut alors mettre une inégalité large dans la deuxieme expression.

3-b)
+oo
E(M,) existe si et seulement si 'intégrale / xfur, (x)dz converge absolument, si
+oo o
et seulement si l'intégrale / xfu, (v)dz converge absolument, si et seulement si
0

+oo
I'intégrale / xfu, (v)dz converge puisque sur R, zfy, (z) > 0.
0
. . . . +Oo
Donc E(M,) existe si et seulement si l'intégrale I = / nize M (1 — e )" dg
converge. 0

Posons g, (z) = Aze=**(1—e~**)"~1, Cette fonction est continue sur R, comme produit
de fonctions continues, elle est positive ou nulle car fy, (z) > 0 ainsi que z.

L’intégrale I est impropre uniquement en +oo.
lim (1 —e )"~ 1 =1, donc (1 — e ?*)"—1 oL Il en résulte que

r——+o0

nAze (1 — e )=l pAze T,
—+o0

+oo

L’intégrale / nAze *dz converge (et vaut ¥) d’aprés les résultats sur la loi
0

exponentielle de parametre M.
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