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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

HEC 2015 VOIE E

CORRIGE

EXERCICE

1−a)
Soit x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, α ∈ R.
αx+ y = (αx1 + y1, . . . , αxn + yn)

f(αx+ y) = αx+ y −
( n∑

i=1

(αxi + yi)
)
v

= αx+ y − α
( n∑

i=1

xi

)
v −

( n∑
i=1

yi

)
v

= α
(
x−

( n∑
i=1

xi

)
v
)
+ y −

( n∑
i=1

yi

)
v

f(αx+ y) = αf(x) + f(y) ; f est linéaire (i)

De plus, pour tout x de Rn, f(x) est une combinaison linéaire de deux vecteurs x et
v de Rn, donc

f(x) appartient à Rn (ii).

D’après les points (i) et (ii), f est un endomorphisme de Rn

1−b)
∀x ∈ Rn, f ◦ f(x) = f(f(x))

= f
(
x−

( n∑
i=1

xi

)
v
)

= f(x)−
( n∑

i=1

xi

)
f(v)

Or, si l’on écrit v = (v1, . . . , vn), f(v) = v −
( n∑

i=1

vi

)
v = v − v = 0 car par hypothèse,

n∑
i=1

vi = 1. Par suite f(x)−
( n∑

i=1

xi

)
f(v) = f(x).

∀x ∈ Rn, f ◦ f(x) = f(x) ⇐⇒ f ◦ f = f
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2)

f ◦ f = f ⇐⇒ f ◦ f − f = Θ (endomorphisme nul de Rn).

Le polynôme X2−X est annulateur de f . D’après le cours, les valeurs propres possibles
de f sont des racines de ce polynôme.

Les racines de ce polynôme sont 0 et 1 car X2 −X = X(X − 1).

spect(f) ⊂ {0, 1}
• On a vu que f(v) = 0 = 0v. Le vecteur v est non nul puisque la somme de ses
coordonnées vaut 1. Cela prouve que 0 est valeur propre de f et que v est un vecteur
propre de f associé à la valeur propre 0.

• Regardons si 1 est valeur propre, c’est-à-dire s’il existe un vecteur x non nul tel
que f(x) = x.

L’expression générale de f(x) est f(x) = x−
( n∑

i=1

xi

)
v. Il suffit d’avoir

n∑
i=1

xi = 0.

Comme n ≥ 2, on peut prendre x = (1,−1, 0, . . . , 0) ∈ Rn. Donc 1 est valeur propre de
f . Conclusion :

spect(f) = {0, 1}

3−a)
Notons I l’ensemble I des vecteurs invariants par f ; I = {x ∈ Rn / f(x) = x}.

* Si y = f(y), alors y appartient à Im f car y est sa propre image.

est inclus dans l’image de f : I ⊂ Im f

* Réciproquement, si y appartient à Im f , il existe x dans Rn tel que y = f(x). Donc
f(y) = f(f(x)) = (f ◦ f)(x) = f(x) (puisque f ◦ f = f), donc f(y) = y.

Ceci prouve que : Im f ⊂ I. Par conséquent,

I ⊂ Im f et Im f ⊂ I équivaut à I = Im f

3−b)
Il y a plusieurs façons de répondre à cette question.

* D’après le théorème du rang,

dimRn = dimKer f + dim Im f ⇐⇒ n = dimKer f + dim Im f.

D’après la question 2), on a vu que f(v) = 0 ; cela veut dire que v ∈ Ker f . Or v ≠ 0,
donc Ker f ≠ {0} : dimKer f ≥ 1.

Par suite dim Im f = n− dimKer f ≤ n− 1.

* Puisque f est un endomorphisme de l’espace Rn qui est de dimension finie n,
d’après le cours, il y a équivalence entre f bijectif, f injectif, f surjectif ; il y a
donc aussi équivalence entre les contraires de ces propositions, à savoir entre f non
bijectif, f non injectif, f non surjectif. Or on sait que f n’est pas injectif toujours
d’après la question 2), donc f n’est pas surjectif. Cela se traduit par Im f strictement
incluse dans Rn. Donc dim Im f < n soit dim Im f ≤ n− 1.

* On pouvait aussi raisonner par l’absurde. Si dim Im f = n, alors comme Im f ⊂ Rn,
on en déduit Im f = Rn. D’après la question précédente, on a I = Rn. Cela est
manifestement faux car, par exemple, f(v) = 0 ≠ v.

dim Im f ≤ n− 1
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3−c)

Remarquons que pour tout i ∈ [[1, n − 1]], la i ème coordonnée de ei − ei+1 est 1 et
la (i + 1) ème est −1, les autres sont nulles. Par suite la somme des coordonnées de
ei − ei+1 est nulle. Il en résulte que f(ei − ei+1) = ei − ei+1 + 0.v = ei − ei+1. D’après la
question 3−a),

∀i ∈ [[1, n− 1]], ei − ei+1 ∈ Im f

3−d)
Regardons si la famille {ei − ei+1, ≤ i ≤ n− 1} est libre.

Soit α1, . . . , αn−1 des réels tels que
n−1∑
i=1

αi(ei − ei+1) = 0. Cette égalité s’écrit

α1(e1 − e2) + α2(e2 − e3) + · · ·+ αn−1(en−1 − en) = 0, puis

α1e1 + (α2 − α1)e2 + · · ·+ (αn−1 − αn−2)en−1 − αn−1en. (3d)

La famille (e1, . . . , en) est la base canonique de Rn, l’égalité précédente équivaut à :
α1 = 0

α2 − α1 = 0
...

...
αn−1 − αn−2 = 0

αn−1 = 0

La résolution est immédiate : en effet, α1 = 0, donc la deuxième équation donne
α2 = 0, puis α3 = 0 et ainsi de suite l’avant-dernière ligne donne αn−1 = 0 ainsi que la
dernière. On obtient donc α1 = α2 = · · · = αn−1 = 0.

La famille {ei − ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1} est libre

Remarque : on peut obtenir rigoureusement l’égalité (3d).
n−1∑
i=1

αi(ei − ei+1) =
n−1∑
i=1

αiei −
n−1∑
i=1

αiei+1

on pose k = i+ 1 dans la seconde somme, donc i = k − 1

=

n−1∑
i=1

αiei −
n∑

k=2

αk−1ek

= α1e1 +

n−1∑
i=2

αiei −
n−1∑
i=2

αi−1ei − αn−1en l’indice k est muet

= α1e1 +

n−1∑
i=2

(αi − αi−1)ei − αn−1en

Revenons à la question : la famille {ei− ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1} est une famille libre de
n− 1 vecteurs de Im f (d’après la question 2−c) ; dim Im f ≤ n− 1 d’après la question
3−b). On sait d’après le cours que , si E est un espace de dimension N , alors toute
famille de plus de N vecteurs de E est liée ; les familles libres d’un tel espace ont,
au plus, N éléments. Par conséquent la dimension de Im f ne peut être strictement
inférieure à n − 1, puisque la famille {ei − ei+1, 1 ≤ i ≤ n − 1} est une famille libre de
n− 1 vecteurs de Im f . Comme dim Im f ≤ n− 1, il ne reste plus que dim Im f = n− 1.

Dans ces conditions, la famille {ei − ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1} est une famille libre de n− 1
vecteurs dans un espace de dimension n− 1, c’en est une base.

dim Im f = n− 1 ⇐⇒ rang(f) = n− 1.

La famille {ei − ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 1} est une base de Im f
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4−a)
D’après le théorème du rang : n = dimKer f +dim Im f ; on déduit dimKer f = 1. Or on
sait que v ≠ 0 appartient à Ker f (voir la question 3−b), donc la famille constituée
par le vecteur v est une famille libre de 1 vecteur dans un espace de dimension 1 :
c’en est donc une base.

La famille (v) est une base de Ker f

4−b)
Désignons par E(λ, f) le sous-espace propre de f associé à la valeur propre λ.

On a vu à la question 2) que spect(f) = {0, 1}.
On sait que E(0, f) = Ker f et on a vu à la question 3−a) que Im f = E(1, f)

E(0, f) = Ker f = vect(v) ; E(1, f) = Im f = vect(ei − ei+1), 1 ≤ i ≤ n− 1

4−c)
spect(f) = {0, 1} ; dimE(0, f) = 1 et dimE(1, f) = n− 1.

dimE(0, f) + dimE(1, f) = n = dimRn : f est diagonalisable

C’est une condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité.

5)

Soit ej un vecteur de la base canonique de Rn. Ce vecteur a toutes ses coordonnées
nulles sauf la j ème qui vaut 1. Par suite la somme de ses coordonnées vaut 1.

f(ej) = ej − 1.v = ej − v. La colonne des coordonnées de ce vecteur dans la base

canonique de Rn est :



−v1
−v2
...

−vj−1

1− vj
−vj+1

...
−vn


Cette colonne constitue la j ème colonne de la matrice de f dans la base canonique
de Rn.

Par exemple, dans R3, la matrice M de f est M =

 1− v1 −v1 −v1
−v2 1− v2 −v2
−v3 −v3 1− v3


Dans le cas général,

M =



1− v1 −v1 −v1 . . . −v1 . . . −v1
−v2 1− v2 −v2 −v2

−v3 −v3
. . . −v3

...
...

. . .
...

1− vj

...
...

. . .
...

−vn −vn −vn . . . 1− vn


Rappelons que f est diagonalisable ; on obtient donc une base de Rn en concaténant
(ou en mettant bout à bout) des bases de chacun des sous-espaces propres.

Prenons (v) pour base de E(0, f) = Ker f et (e1− e2, . . . , ei− ei+1, . . . , en−1− en) pour base
de Im f = E(1, f).
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Une base B′ de Rn, formée de vecteurs propres de f est

(v, e1 − e2, . . . , ei − ei+1, . . . , en−1 − en). Dans cette base la matrice de f est

M ′ =


0 0 . . . . . . 0
0 1 0 0
...

. . . . . . 0
...

. . . . . .
...

0 0 . . . 0 1



PROBLEME

Partie I : comparaison de deux estimateurs de 1
λ

1)

E(X) = 1
λ
, V (X) = 1

λ2

∀x ∈ R, FX(x) =

{
0 si x ≤ 0
1− e−λx si x ≥ 0

Les inégalités peuvent être prises au sens large, ce que nous avons fait, car les deux
expressions cöıncident pour x = 0 ; mais il ne faut bien sûr pas les prendre au sens
strict toutes les deux car FX ne serait pas définie au point x = 0 !

2)

Par linéarité de l’espérance, E(Xn) = 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = 1
n × n × 1

λ
car les variables Xi

suivent la même loi que X.

E(Xn) =
1
λ

Les variables Xi sont indépendantes, donc

V (Xn) =
1
n2V (

n∑
i=1

Xi) =
1
n2

n∑
i=1

V (Xi) =
1
n2 × n× 1

λ2
.

V (Xn) =
1

nλ2

La variable Xn est une fonction des n variables Xi, indépendantes, de même loi ;
cette loi dépend du paramètre 1

λ
, donc Xn est un estimateur de 1

λ

E(Xn) =
1
λ
, donc Xn est un estimateur sans biais de 1

λ

lim
n→+∞

V (Xn) = 0 : cet estimateur est convergent

Remarque : en toute rigueur on devrait dire ” la suite d’estimateurs (Xn) est
convergente, ce que nous ne ferons pas.
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3−a)
• Déterminons la fonction de répartition de Mn.
∀x ∈ R, FMn

(x) = P (max(X1, . . . , Xn) ≤ x)

= P
(
(X1 ≤ x) ∩ (X2 ≤ x) ∩ · · · ∩ (Xn ≤ x)

)
=

n∏
i=1

P (Xi ≤ x) car les variables Xi sont indépendantes

=
(
P (X ≤ x)

)n

car les variables suivent la même loi que X

∀x ∈ R, FMn(x) =
(
FX(x)

)n

=

{
0 si x ≤ 0
(1− e−λx)n si x ≥ 0

Rappel : la fonction de répartition d’une variable à densité est continue sur R, de
classe C1 sauf en un nombre fini de points.

La fonction FMn est de classe C1 sur R∗
− en tant que fonction nulle.

La fonction FMn est de classe C1 sur R∗
+ en tant que puissance enième > 0 d’une

fonction de classe C1 sur R∗
+.

D’autre part, lim
x→0
x>0

(1 − e−λx)n = 0 = FMn(0). De plus, il est évident que lim
x→0
x<0

0 = 0, donc

la fonction FMn est continue en 0 ; avec ce que l’on vient de dire, elle est continue
sur R.
En résumé, la fonction de répartition de Mn est continue sur R, de classe C1 sur R∗,
c’est une fonction répartition d’une variable à densité : conclusion,

Mn est une variable à densité.

Rappel : dans ces conditions, on peut prendre pour densité fMn = F ′
Mn

là où FMn

est dérivable (dans le cas présent sur R∗) et là où FMn n’est pas dérivable, on peut
prendre pour fMn n’importe quelle valeur positive où nulle. Nous choisissons de
prendre fMn(0) = 0, ce qui donne

fMn(x) =

{
0 si x ≤ 0
nλe−λx(1− e−λx)n−1 si x > 0

Remarquons que lorsque n ≥ 2, nλe−λx(1− e−λx)n−1 est nul pour x = 0 (car n− 1 ≥ 1).
On peut alors mettre une inégalité large dans la deuxième expression.

3−b)

E(Mn) existe si et seulement si l’intégrale
∫ +∞

−∞
xfMn(x)dx converge absolument, si

et seulement si l’intégrale
∫ +∞

0

xfMn
(x)dx converge absolument, si et seulement si

l’intégrale
∫ +∞

0

xfMn(x)dx converge puisque sur R+, xfMn(x) ≥ 0.

Donc E(Mn) existe si et seulement si l’intégrale I =

∫ +∞

0

nλxe−λx(1 − e−λx)n−1dx

converge.

Posons gn(x) = λxe−λx(1−e−λx)n−1. Cette fonction est continue sur R+ comme produit
de fonctions continues, elle est positive ou nulle car fMn(x) ≥ 0 ainsi que x.

L’intégrale I est impropre uniquement en +∞.

lim
x→+∞

(1− e−λx)n−1 = 1, donc (1− e−λx)n−1 ∼
+∞

1. Il en résulte que

nλxe−λx(1− e−λx)n−1 ∼
+∞

nλxe−λx.

L’intégrale
∫ +∞

0

nλxe−λxdx converge (et vaut n
λ
) d’après les résultats sur la loi

exponentielle de paramètre λ.
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