
Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.

Extrait de document
Ce document est un extrait gratuit du document original. Le document original est réservé aux abonnés Klubprépa et contient 23 pages



Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



ESSEC MATH III VOIE E 2015 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

ESSEC 2015 MATH III VOIE E

CORRIGE

I : mise en place du problème

1)

Si v ≤ k + c, il n’y a aucun bénéfice à espérer ; la situation est invivable.

II : optimisation du bénéfice moyen sur une période

A. CAS CONTINU

2. Etude d’une fonction

2−a)
La fonction R est définie sur [0,+∞[ par R(x) = 1−P (D ≤ x) = 1−FD(x) si l’on note FD

la fonction de répartition de D. La densité f de D est continue sur ]0,+∞[, donc FD

est continue sur [0,+∞[, car FD est continue sur R en tant que fonction de répartition
d’une variable à densité.

∀x > 0, R′(x) = −f(x)
La fonction R est continue sur [0,+∞[, dérivable sur ]0,+∞[, à dérivée strictement
négative ; donc R est strictement décroissante sur [0,+∞[.

Par conséquent elle réalise une bijection de [0,+∞[ sur ] lim
x→+∞

R(x), R(0)] = ]0, 1] ;

en effet, lim
x→+∞

FD(x) = 1 =⇒ lim
x→+∞

R(x) = 0.

La fonction R réalise une bijection strictement décroissante de [0,+∞[ sur ]0, 1]

2−b)

La fonction R est continue sur R+, donc l’application x 7→
∫ x

0

R(t)dt est définie sur R+

en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un segment.

De plus, elle est dérivable pour la même raison et sa dérivée est la fonction R.

La fonction x 7→ (k + c)x est dérivable en tant que fonction polynomiale, donc φ est
dérivable sur R+ en tant que somme de fonctions qui le sont.

φ est dérivable sur R+ et ∀x ≥ 0, φ′(x) = vR(x)− (k + c)
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2−c)

φ′(x) > 0 ⇐⇒ vR(x) > k + c⇐⇒ R(x) > k + c
v car v > 0.

La fonction R est strictement décroissante, donc sa fonction réciproque est aussi
strictement décroissante. Remarquons que k + c

v ∈ ]0, 1]. Donc

R(x) > k + c
v ⇐⇒ x < R−1(k + c

v ) ⇐⇒ x < S. D’où les variations de R.

x 0 S +∞

φ ↗ φ(S) ↘

2−d)
Sur [0, S[, φ est strictement croissante, donc 0 ≤ x < S =⇒ φ(x) < φ(S).

De même sur ]S,+∞[, φ est strictement décroissante, donc S < x =⇒ φ(x) < φ(S).

∀x ∈ [0,+∞[, x ≠ S =⇒ φ(x) < φ(S)

3. Calcul approché de S avec Scilab

3−a)

P (R(X) ≤ k + c
v ) = P (X ≥ R−1(k + c

v ) = P (X ≥ S) car R−1 est strictement décroissante.

P (X ≥ S) =

∫ +∞

S

e−tdt

= lim
x→+∞

∫ x

S

e−tdt

= lim
x→+∞

[
− e−t

]x
S

= lim
x→+∞

(
e−S − ex

)
= e−S

P (X ≤ k + c
v ) = e−S

Remarque : pour les étudiants qui connaissent l’expression de la fonction de
répartition d’une variable qui suit la loi exponentielle de paramètre λ.

F (x) =

{
0 si x ≤ 0
1− e−λx si x ≥ 0

P (X ≥ S) = 1− P (X ≤ S) = 1− (1− e−S) = e−S.

3−b)
k=input(’k= ’) ; c=input(’c= ’) ; v=input(’v=’) ;

compt=0

for i=1:1000

X=grand(1,1,”exp”,1)

if R(X) <= (k+c)/v then

compt=compt+1

end

end

disp(’S=’) ; disp(-log(compt/1000)) ;
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Explications.

grand(’1,1,”exp”,1) simule la loi exponentielle de paramètre 1, donc la loi de X.

On effectue 1000 simulations indépendantes ; le compteur compt augmente de 1 à
chaque fois que l’évènement (R(X)≤ (k+c)/v) est réalisé.

A la fin des 1000 simulations, la variable compt a pris pour valeur le nombre de
fois où cet événenement s’est réalisé. Par conséquent, compt/1000 est la fréquence
de réalisation de l’évènement, donc une valeur approchée de la probabilité e−S de
l’évènement (R(X)≤ (k+c)/v), qui est aussi l’évènement (X≥ S).

La variable -log(compt/1000) est une valeur approchée de -log(e−S)=S.

4. Espérance de vente

4−a)

La variable V est la quantité de produit vendu au cours d’une période.

Si D ≤ q, alors V = D = min(D, q).

Si D > q, alors V = q (on ne peut pas vendre plus de produit que l’on en a en stock) ;
donc V = min(D, q).

V = min(D, q)

4−b)

g(x) =

{
x si x < q
q si x ≥ q

i) La fonction g est continue sur chacun des intervalles ] −∞, q[ et ]q,+∞[, car sur
ces intervalles g est une fonction polynomiale.

g(q) = q.

lim
x→q
x<q

g(x) = lim
x→q
x<q

x = q = g(q).

lim
x→q
x>q

g(x) = lim
x→q
x>q

q = q = g(q).

La fonction g est continue au point q. Donc

g est continue sur R − {q}, continue au point q, donc g est continue sur R

ii)

Sur ]0, q], f(x) ≥ 0 et x ≤ q, donc 0 ≤ xf(x) ≤ qf(x). (4.b)

La fonction f est une densité, donc l’intégrale
∫ +∞

−∞
f(x)dx converge, ce qui implique

la convergence de l’intégrale
∫ q

0

f(x)dx et par suite de l’intégrale
∫ q

0

qf(x)dx.

Par comparaison des fonctions continues, positives, l’encadrement (4.b) permet de
conclure

L’intégrale
∫ q

0

xf(x)dx est convergente

iii)

Par le théorème du transfert, sous réserve de convergence de l’intégrale,
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