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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

EM-LYON 2015 VOIE E

CORRIGE

EXERCICE I

I−Loi exponentielle

1)

Une densité de la loi expentielle E(λ) est la fonction f donnée par

f(x) =

{
0 si x < 0
λe−λx si x ≥ 0

La fonction de répartition est F donnée par

F (x) =

{
0 si x ≤ 0
1− e−λx si x ≥ 0

D’après le cours, si X ↪→ E(λ), E(X) = 1
λ
et V (X) = 1

λ2 .

2)

Par définition d’une densité,
∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1 ⇐⇒

∫ +∞

0

f(x)dx = 1 puisque f est nulle

sur ]−∞, 0[. L’intégrale
∫ +∞

0

λe−λxdx converge et vaut 1. Par suite

∫ +∞

0

e−λxdx converge et vaut 1
λ

La variable X admet une espérance qui vaut 1
λ
; cette espérance est donnée par∫ +∞

0

xf(x)dx =

∫ +∞

0

λxe−λxdx. Donc
∫ +∞

0

λxe−λxdx = 1
λ
. Par suite,

∫ +∞

0

xe−λxdx converge et vaut 1
λ2

3−a)
U(Ω) =]0, 1[, donc 0 < U < 1, par suite −1 < −U < 0, donc 0 < 1− U < 1. Il s’ensuit que
ln(1− U) < 0, donc − 1

λ
ln(1− U) > 0.

V (Ω) =]0,+∞[. Notons FV la fonction de répartition de F .
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.



2 EM-LYON VOIE E 2015

∀x ∈ R, FV (x) = P (V ≤ x) = P (− 1
λ
ln(1− U) ≤ x)

= P (ln(1− U) ≥ −λx) car −λ < 0
= P (1− U ≥ e−λx) par stricte croissance de l’exponentielle
= P (U ≤ 1− e−λx)

∀x ∈ R, FV (x) = F (1− e−λx)

• x < 0 =⇒ −λx > 0, donc e−λx > 1 et par suite 1− e−λx < 0. Donc F (1− e−λx) = 0.

• x ≥ 0 =⇒ −λx ≤ 0, donc 0 < e−λx ≤ 1 et par suite 0 ≤ 1 − e−λx < 1. Donc
F (1− e−λx) = 1− e−λx.

En résumé, FV (x) =

{
0 si x < 0
1− e−λx si x ≥ 0

La variable V suit la loi exponentielle E(λ)

3−b)
• Si l’on veut se servir de la question précédente.

Nous allons simuler la fonction de répartition de V .

function simul(lambda)

lambda=input(’entrez un réel strictement positif’)

U=grand(1,1,’unf’,0,1)

V=-1/lambda*log(1-U)

simul=V

• Directement

grand(1,1,’exp’,1)

II−Loi de la variable Tn

4−a)
∀x ∈ R+, P (Tn ≤ x) = P (max(X1, . . . , Xn) ≤ x)

= P (
n∩

k=1

(Xk ≤ x))

=

n∏
k=1

P (Xk ≤ x) par indépendance des variables X1, . . . , Xn

=
(
P (X1 ≤ x)

)n
car les variables suivent la même loi que X1

= (1− e−x)n d’après la question I−1)

∀x ∈ R+, P (Tn ≤ x) = (1− e−x)n

4−b)
Notons Fn la fonction de répartition de Tn et remarquons que ∀k ∈ N∗, Xk(Ω) = R+ =⇒
Tn(Ω) = R+, donc

Fn(x) =

{
0 si x < 0
(1− e−x)n si x ≥ 0

On peut mettre des inégalités larges.

x 7→ e−x est de classe C1 sur R∗
+, comme composée de fonctions qui le sont.

x 7→ 1− e−x est alors de classe C1 sans problème.

Fn est de classe C1 sur R∗ (i)

Occupons-nous de la continuité ; qui peut le plus, peut le moins, donc Tn est continue
sur R∗.
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Tn(0) = 0.

lim
x→0
x<0

Tn(x) = lim
x→0
x<0

= 0 = Tn(0). Donc Tn est continue en 0 à gauche.

lim
x→0
x>0

Tn(x) = lim
x→0
x>0

(1− e−x)n = 0 = Tn(0) (car n ≥ 1). Donc Tn est continue en 0 à gauche.

Tn est continue en 0, continue sur R∗, donc Tn est continue sur R (ii)

De plus, Tn est une fonction de répartition, (iii)

D’après les points (i), (ii) et (iii), Tn la fonction de répartition d’une variable à
densité.

La variable Tn est une variable à densité.

On prendra pour densité fn donnée par

fn(x) =

{
0 si x < 0
ne−x(1− e−x)n−1 si x ≥ 0

5−a)
Sous réserve de convergence absolue,

E(Tn) =

∫ +∞

−∞
xfn(x)dx =

∫ +∞

0

xfn(x)dx =

∫ +∞

0

xne−x(1 − e−x)n−1dx. Remarquons que la

convergence absolue est superflue car la fonction à intégrer est positive.

lim
x→+∞

(1−e−x)n−1 = 1, donc (1−e−x)n−1 ∼
(x→+∞)

1 ; par suite xe−x(1−e−x)n−1 ∼
(x→+∞)

xe−x.

D’après la question I−2), l’intégrale
∫ +∞

0

xe−xdx converge.

Par le théorème d’équivalence des fonctions continues positives, on conclut que

l’intégrale
∫ +∞

0

xe−x(1 − e−x)n−1dx, donc l’intégrale
∫ +∞

0

xne−x(1 − e−x)n−1dx converge

aussi.

∀n ∈ N∗, Tn admet une espérance

5−b)
T1 = X1 =⇒ E(T1) = E(X1) = 1.

E(T2) =

∫ +∞

0

2xe−x(1− e−x)dx

= 2

∫ +∞

0

xe−xdx− 2

∫ +∞

0

xe−2xdx linéarité des intégrales convergentes

= 2× 1− 2× 1
4

d’après I−2)

E(T1) = 1 et E(T2) =
3
2

6−a)
∀x ≥ 0, fn+1(x)− fn(x) = (n+ 1)e−x(1− e−x)n − ne−x(1− e−x)n−1

= e−x(1− e−x)n−1
(
(n+ 1)(1− e−x)− n

)
= e−x(1− e−x)n−1(1− (n+ 1)e−x)

∀x ≥ 0, f ′
n+1(x) = −(n+ 1)e−x(1− e−x)n + (n+ 1)e−xne−x(1− e−x)n−1

= −(n+ 1)e−x(1− e−x)n−1(1− e−x − ne−x)
= −(n+ 1)e−x(1− e−x)n−1(1− (n+ 1)e−x)

Donc ∀x ≥ 0, fn+1(x)− fn(x) = − 1
n+ 1

f ′
n+1(x)
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Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 20 pages.



4 EM-LYON VOIE E 2015

6−b)

Soit A ≥ 0 et I(A) =

∫ A

0

x(fn+1(x)− fn(x))dx = − 1
n+ 1

∫ A

0

xf ′
n+1(x)dx.

Dans l’intégrale, faisons une intégration par parties.

u(x) = x =⇒ u′(x) = 1 ; v′(x) = − 1
n+ 1

f ′
n+1(x) ⇐= v(x) = − 1

n+ 1
fn+1(x). Les fonctions u

et v sont de classe C1 sur R+, l’intégration par parties est légitimée.

I(A) =
[
− x

n+ 1
fn+1(x)

]A
0
+ 1

n+ 1

∫ A

0

fn+1(x)dx

I(A) = − A
n+ 1

fn+1(A) +
1

n+ 1

∫ A

0

fn+1(x)dx (6.b)

fn+1(A) = (n + 1)Ae−A(1 − e−A)n. D’après un calcul fait à la question II−5−a),
1

n+ 1
Ae−A(1− e−A)n ∼

(A→+∞
1

n+ 1
Ae−A. Or par croissances comparées, lim

A→+∞
Ae−A = 0,

donc lim
A→+∞

1
n+ 1

Ae−A(1− e−A)n = 0.

lim
A→+∞

∫ A

0

fn+1(x)dx =

∫ +∞

0

fn+1(x)dx car l’intégrale converge. On peut prendre la limite

des deux termes de l’égalité (6.b) ; on obtient∫ +∞

0

x(fn+1(x)− fn(x))dx = 1
n+ 1

∫ +∞

0

fn+1(x)dx = 1
n+ 1

car fn+1 est une densité.

∀n ∈ N∗,

∫ +∞

0

x(fn+1(x)− fn(x))dx = 1
n+ 1

6−b)
Par linéarité des intégrales convergentes,∫ +∞

0

x(fn+1(x)− fn(x))dx =

∫ +∞

0

xfn+1(x)dx−
∫ +∞

0

xfn(x)dx.

On a vu, à la question II−5−a), que les variables Tk admettaient une espérance, donc

∀n ∈ N∗, E(Tn+1)− E(Tn) =
1

n+ 1

∀k ∈ N∗, E(Tk+1) − E(Tk) =
1

k + 1
. Sommons ces égalités pour k variant de 1 à n − 1

(en supposant n ≥ 2).
n−1∑
k=1

(E(Tk+1)−E(Tk) =
1

k + 1
=

n−1∑
k=1

1
k + 1

. Par ” télescopage ” additif, le premier terme

donne E(Tn)−E(T1). Dans le second terme, faisons le changement de variable j = k+1,

on obtient
n∑

j=2

1
j
. D’où finalement E(Tn)−E(T1) =

n∑
j=2

1
j
⇐⇒ E(Tn) = 1+

n∑
j=2

1
j
(car d’après

5−b), E(T1) = 1), donc E(Tn) =

n∑
j=1

1
j
.

Remarquons pour finir que cette égalité est valable pour n = 1.

∀n ∈ N∗, E(Tn) =
n∑

k=1

1
k
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