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L’objet du probléme est d’aborder quelques guestions mathématiques relatives au comportement asymptotique de
systémes dynamigques discrets ou continus susceptibles de modéliser Uévolution temporelle de divers phénoménes,
en particulier économiques (croissance économigue, prix d’équilibre, ete.).

Les trois parties du probléme sont indépendantes.

Dans tout le probléme :

o On note p un entier supérieur ou égal & 1.

e Pour tout vecteur b € RP, on note B la matrice colonne de ses coordonnées dans la base canonique de R?,
e La transposée d’une matrice 4 est notée AT. La matrice identité de M,(R) est notée I,,.

T . R.;. — RP R
e Pour toute application z : tr— z(t) = (xl(t), e zp(8)) on note :

* z'(t) = (z(¢),.. .,x;,(t)) en tout point t € Ry on les fonctions 21, ..., 2, sont dérivables;
* til]_{]_]@ x{t) = (t _1)1_1*1_136 z1(t), - .., , .l_)lgxx mp(t.)) lorsque les fonetions xy, ..., Z, admettent des limites finies
lorsque t tend vers +o0.

o Pour toute suite (2(n)), oy = (£1(n), - .., 2p(n)) , oy de vecteurs de R? pour laquelle les suites

(1(n))peqr - - -+ (2p(n)) oy SONE convergentes, on définit la limite de la suite (z(n)),, . par :
. ngg_lco z(n) = (nngoc z1(n),..., uktfoo zp(n)).
Partie I. Deux exemples de pilotage linéaire.

Soit A une matrice non nulle de Mp(R) et b un vecteur de RP. Soit zy,...,2, p fonctions dérivables sur Ry.
On dit qu’une application z : £ s z(t) = (x1(t),. ... z,(t)) définie sur R, & valeurs dans R?, est pilotée par le
couple (A, b), si pour tout réel t > 0, les matrices colonnes X () et X’(¢) de z(t) et 2'(t) dans la base canonique
de RP vérifient le systéme : VI > 0, X'(t) = AX(t) + B.

On appelle équilibre du systéme piloié por le couple (A, b), tout veetenr z* € R? vérifiant : AX* + B = 0.
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On dit qu'un équilibre z* est attractifsi pour toute application z pilotée par (A4,b), on a: . -Llﬁo z(t) =2".

1. Le cas p=1.
Soit (a,b) € R*x R et z une fonetion dérivable sur Ry, & valeurs réelles, vérifiant : Vi > 0, z'(t) = ax(t) + b.
a) Calculer la dérivée de la fonction y : ¢ +— (a;(t) + %) et

b b
b) En déduire que pour tout t 2 0, on a : z(t) = ——+ (m(()) + -;) e*t.
¢) On identifie a & la matrice de M, (R) dont I'unique coefficient est a. Montrer que le systéme piloté par le
couple (&, b) admet un unique équilibre, puis montrer que cet équilibre est attractif si et seulement sia <0.

-2 1
1 -2

sur R, & valeurs dans R?, pilotée par le couple (A,b).

2. Exemple 1. Soit A = ( ) et b=(1,1). Soit z : t = z(t) = (21(t), 22(t)) une application définie

a) Déterminer I'unique équilibre z* du systéme piloté par le couple (4, b).
b) Justifier P'existence d’une matrice inversible @ telle que la matrice Q'AQ soit diagonale.

Pourquoi peut-on choisir la matrice Q) de telle manitre que Q™! = Qr? _
¢) Trouver deux réels A et 4 (A < p) et une matrice inversible Q vérifiant : QO 1=Q7 et Q~AQ = ('3 2) .
d) Pour tout ¢ 3> 0, on pose : W(t) = QT X (t).

(i) Vérifier pour tout ¢ > 0, Végalité : W(t) = DW(t) + Q"B ou D = (g 2).

(i) A V'aide des résultats de la question 1, en déduire que I'équilibre z* est attractif.
3. On suppose p > 2. Soit B, = (e, . .., ep) la base canonique de CP et u, I'unique endomorphisme de C?

tel que up(er) = e, et pour tout k € [2,p], up(er) = ex—1.

a) Ecrire la matrice A, de I'endomorphisme u,, dans la base B,. Quel est son rang?

b) Soit ¢ € C une racine p-iéme de 1'unité et G la matrice colonne de M, 1(C) de composantes 1,¢, ..., g1,
Montrer que G est un vecteur propre de A, et préciser la valeur propre complexe associée.

¢) Montrer que l'endomorphisme u, est diagonalisable.

d) Montrer que le polynéme X? — 1 de C[X] est un polynéme annulateur de uy.
L'endomorphisme u, admet-il un polynéme annulateur non nul de degré strictement inférieur &4 p 7

e) Soit P € C[X]. L’endomorphisme P(u,) de CP est-il diagonalisable ? Quelles sont ses valeurs propres ?

-1 o B\
4.E1:emple.2.SoitaetBdeuxréelstelsquea>0,5>0,a9é5,a+;’3;életMn(ﬂ -1 a)EM:;(R).
a B -1

a) On note A la matrice A, de la question 3 dans le cas oli p = 3.
(i) Déterminer un polyndme P & coefficients réels, de degré inférieur ou égal & 2, tel que M = P(4).
(#) En déduire les valeurs propres complexes de M ainsi que leurs parties réelles et imaginaires respectives.
b) Soit ¢= (1,1,1) e R®.
(£) Trouver I'unique équilibre z* du systéme piloté par le couple (M, c).
(i) Vérifier que I'application z : t — z(t) = z* + el@+¥ ¢ est pilotée par le couple (M, c).
(#i) En déduire une condition nécessaire portant sur « et 4 pour que I'équilibre z* soit attractif.
On suppose désormais que la condition précédente est réalisée.
¢) Onpose : N = MT + M.
() Quelles sont les valeurs propres de la matrice N 7
(#) Déterminer un réel 8 > 0 tel que toutes les valeurs propres de N soient inférieures ou égales & —286.
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d) On rappelle que ¢ = (1, 1,1), On considére une application z pilotée par le couple (M, c).
On note y application définie sur R, & valeurs dans R3, telle que y : t — (t) — 2* et ¢ la fonction
définie sur R, A valeurs réelles, telle que @ : t — 29 ||[Y(1)]|2, ot ||.|| est 1a norme euclidienne canonique
de Mg, (R).
(i) Vérifier que Papplication y est pilotée par le eouple (M, Ogs).
(#) Montrer que @ est dérivable sur R, et que : ¥t € Ry, ¢'(t) = e?'x Y ()T (N +20L)Y (2).
(#i1) Montrer que la fonction ¢ est décroissante sur R
(i) En déduire que 1'équilibre 2™ est attractif.

Partie I1. Un exemple de pilotage non linéaire.

Un exemuple de pilotage non linéaire est fourni par un modéle de croissance économique endogéne & deux secteurs
dans lequel le tanx de croissance du stock de capital et le taux de croissance du stock de connaissances sont
représentés, depuis une date choisie comme origine, par des fonctions x; et 22 respectivement.

Dans ce modéle on p désigne un paramétre réel strictement positif, les deux fonctions x1 et z2 sont dérivables
sur Ry, & valeurs réelles, et vérifient le systéme :

) e (t) =F (l‘i(t); mﬁ(t)) 5
vi>0, {xi(t) = Fy(z1(2), z2(2)) )

dans lequel les deux fonctions Fy et Fy définies sur R?, & valeurs réelles, sont données par :

Fi(uy,ug) = (= ug + plug —w1) + 1) wy

2
V(u1, uz) € RY, {Fg('uuuz) = (—uz+p(ur —uz) +1)us

1
5.a) Pour tout réel » > ~1, on pose : V1 > 0, 2, () = 22(t) = 7 +vet

Vérifier que I'application z : § — (21(t), z2(t}) est solution du systéme (S).

b) En déduire que pour tout réel ¢ €]0, 1, il existe une solution de (S) & valeurs dans [ ¢, +ocf 2
¢) Quel est I'unique couple x* = (zf,23) € (R%)? vérifiant Fy(z},z3) =0 et Fo(z],z3) =07

d) Toutes les solutions de (S) convergent-elles vers x* lorsque ¢ tend vers 4007

6. Pour tout réel 7, on note ¢, la forme quadratique sur R? associée & la matrice symétrique Q, = (__1 7 )

On note C, Pensemble défini par : Cp = {(u1,u2) € R%; gpo(ur, ug) = 1}.

a) Pour quelles valeurs de r la forme quadratique ¢, est-elle définie positive 7 Que peut-on dire alors de la
partie C, de R??

Dans toute la suite de cette guestion, r et s sont denx réels vérifiant les inégalités : 0 < s <r < 1.

b) Justifier que 'ensemble {qs(u1, u2); (u1,u2) € C,} admet une borne inférieure, notée m, 5, et une borne
supérieure, notée M, ,, et que ces deux bornes sont atteintes.

c) Justifier que la contrainte d’appartenance & 'ensemble C,. est non critique.

d) Enoncer la condition nécessaire du premier ordre pour un extremum de gs sous la contrainte C,.

¢) En déduire les valeurs de my s et M, et établir Pexistence d’un réel u tel que :

V('&l,‘ug) € Rﬂs q"s('ul’ 'u‘l') < f“]r('“l, u‘)) .

7. On conserve les notations de la question 6.

a) Soit (v1,v2) € R? et (u1,up) = ——2[%(1}1 — w9, U1 + va).

Vérifier que (u;.u2) € C, si et seulement siona: (1—7) (w)2+ (L+7r) () =1.
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b) Pour faire tracer par Scilab le domaine Cy., on peut utiliser le code suivant qui donne le graphique ci-dessous :

(1) * n=100; ‘f;
(2) theta=linspace(0,2+%pi,n); :
(8) ct=cos(theta); s
(4) st=sin(theta); 22

(5) Cr=[ct-(1/sqrt(d))*st ;ct+(1/sqrt(3))*stl; 55+

(6) plot(Cr(i, :),0r(2, :)) J

Y ¥ Y ¥ T T
12 " 48 48 44 b2 ] 02 G4 OF OR t 1.2

En s’appuyant sur le résultat de la question 7.a), expliquer la méthode employée.
On précisera la signification de la ligne (2) ainsi que le format et le contenu des matrices Cr et Cr(1, :).
¢) Soit 29 > 0 une valeur affectée & la variable z utilisée ci-dessous. Compiléter la ligne (7) afin de tracer la
ligne de niveau zp de la fonction ¢s.
(7) Csz=[sqrt(z)*(77 %ct+7? *st) ; sqrt(z)*(?7 *ct+?7 *st)];
(8) plot(Csz(1, :),Csz2(2, :))
d) Le graphique suivant a été obtenn & I'aide des deux scripts précédents pour une valeur zp affectée 4 la

variable z. Laquelle ?
On justifiera la réponse donnée et on précisera pourquoi les deux courbes ont des tangentes communes.

2

-4

e
3.8 Py
0.4 4 ‘\.
2 |

a8
\ \\__,.,m--f;//
ER -

e 0 ™

14 T T T T T ¥ T L ¥ Y
12 -1 HE  e%  Hs 52 L] 02 94 DE 08 + 12

8. Soit ¢ un réel de |0, 1] et T une solution de (S) & valeurs dans [c, +oo[ 2.

On pose pour tout ¢t > 0 : y1(2) = z1(t) — 1 et y2(t) = z2(¢) — 1. Pour 8 = 1 _’: s on note f la fonction définie

sur R, & valeurs réelles, telle que f(2) = g, (v1(2), 12(t))-

a) Vérifier pour tout ¢ 3> 0, I'égalité : f'(t) = —2(1 + p) (a:l(t)(yl () — syg(t))2 + z(t) (y2(8) — s (1)) 2).
L 2s

b) En déduire que pour 7 = T — x ar(1(8). 1a2(t)).

¢) Justifier pour tout t > 0, U'inégalité : f'(t) < —2c f(t). En déduire que t_lzglw F@) =0,

1—
,onapourtout £ 2 0: f'(t) < ——20x1 S

9. Quelle propriété peut-on déduire de I'étude précédente pour toute solution de (8) dont chacune des
composantes admet un minorant strictement positif 7
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Partie ITl. Pilotage pas & pas dans un contexte aléatofire.

Dans cette partie, on g'intéresse & un exemple de systéme se présentant sous la forme d’une éguation de récuirence

dont les qoeﬁ'cienté sont soumis 4 une perturbation aléatoire.

On suppose p > 2. Soit A une matrice non nulle de Mp(R) et b un vecteur de RP.

Soit (z(n)),, cn une suite de vecteurs de R” définie par son terme initial z(0) et la relation de récurrence :
YneN, X(n+1)=AX(n)+ B.

On appelle égquilibre du systéme piloté pas & pas par le couple (A, 'b), tout vecteur =¥ = (z3,...,2;) € R? qui

vérifie : X* = AX* + B.

On suppose qu'il existe une matrice inversible Q € My(R) telle que la matrice D = Q™1 AQ soit diagonale et

que tous les coefficients diagonaux Ay, ..., A, de D appartiennent A 'intervalle ouvert |— 1, +1][.

10. Montrer que le systéme piloté pas & pas par le couple (4, b) admet un unique équilibre z*.

Ls perturbation aléatoire du systdme se traduit par le fait que les coordonnées de z* sont des parametres
inconnus qu'on peut chercher & estimer & partir des données observées que constituent les valeurs successives
de vecteurs aléatoires y(n) = (¥1(n), ..., yp(n)) A valeurs dans RP et soumis an systdme perturbé.

Soit (Un), - Une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (Q, A, P),
centrées et admettant chacune un moment d’ordre 2. Pour tout n € N*, on note v, = V(U,) la variance de U,.
Soit 2(0) € R? et (y(n)),, . la suite de vecteurs aléatoires & valeurs dans R? définie par :
{ Y(1)=(A+Uhl) X(0)+ B
VneN, Y(n+1) = (A+ Unpalp) Y(n) + B
o1, pour tout n € N*, Y(r) est la matrice colonne (yx(n)) 1<k<p”

11. Pour tout n € N*, on note E(y(n)) le vecteur (E(yl (n)),---, E(y,,’(n))) € R? et E(Y(n)) la matrice colonne
de ses coordonnées dans la base canonique de RP.

a) Calculer E(Y (1)) et justifier pour tout n € N*, I'égalité : E(Y(n +1)) — X* = A(E(Y(n)) - X*).
b) En déduire que ngg,_lm E(y(n)) = z*.

12. Soit (z(n)),, 1a suite de vecteurs aléatoires b valeurs dans RP définie par : Vn € N*, Z(n) = Q™'Y (n).
a) Montrer pour tout n € N* et tout k € [1,p], que : V{(zx(n+1)) = (A2 +vn41)V (22(n)) +vn11 (E(zk(n)))z.
b) En déduire que si la suite (vn)nen- €st convergente et de limite nulle, alors il existe un réel ¢ €]0,1[, un

entier naturel N et un réel My > 0 tels que : Vn = N, V(z(n+1)) < exV (2(n)) + My vpsa.

13. On suppose que la série de terme général v, est convergente. Soit k € [1, rl.

Avec les notations de la question 12.b), on pose pourtout m € N: ay = V(zk(N +m)) et wn = My YNtmy1-

m
a) Montrer que pour tout m € N, on & : o1 < (e)™ g + ij'(ck)m’j .
=0

b) En déduire que lim V{z(n)) =0.

c) Montrer que la suite (yx(n)) ene COTVerge en probabilité vers zj.

Gréce auz résultats des questions 11.b) et 13.c), on peut dire que (y(n)), on- €5t une suite d’estimateurs de z*
asymptotiguement sans biais et convergente.
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CORRIGE

PARTIE I : deux exemples de pilotage linéaire

1-a)
La fonction y est dérivable sur R, en tant que produit de fonctions qui le sont.

Vi e Ry, y(t) =2/ (t)e " — a(z(t) + g)efat = (2'(t) — az(t) — b)e .

Or 2’ vérifie la relation : vVt € Ry, 2/(t) = ax(t) + b, par conséquent | ¥t € Ry, y'(t) =0

1-b)
La fonction y est constante sur R, ;

vVt € Ry, y(t) = y(0) = z(0) + 2 — (z(t) + g)e*‘” =z(0) + g- En multipliant des deux

cOtés par e, il vient

Ve Ry, a(t) = =2 4 (2(0) + L)et

1-c)

x* est un équilibre du systeme piloté par (a,b) si et seulement si az* +b = 0, ce qui
équivaut a | z* = —g

Soit x une application pilotée par (a,b) : Vt € Ry, x(t) = fg + (z(0) + g)e‘”

Le point z* est un point d’équilibre pour toute solution du systeme piloté par (a,b),
donc en particulier pour les solutions non constantes. Considérons des solutions non

constantes, c’est-a-dire telles que x(0) + 2 # 0.

g)ealt et lim z(t) =2 <= lim ¢ =0<+=a<0.
t—+oo t—+4o00

z(t) — z* = (z(0) +

L’équilibre z* = —2 est attractif si et seulement si a <0

Une autre fagon de procéder

1 : b b\ at 7797 *
Sla<0,alorstil?oo<—a+(;c(0)+a)e >f o =x"

Si a > 0, on considere une solution telle que z(0) +g > 0 par exemple ; dans ces
43 b b at\ __

conditions (— o+ @0)+ g)e ) = +00.
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*

Or z* est attractif si et seulement si, pour toute solution tligl (t) = z*. Par
— 400

conséquent, z* = —g est attractif si et seulement si a < 0.

,a)

l‘l,xg) est un équilibre du systeme si et seulement si

X 0 —2r1+x2+1 =0
(z) <> <0> (:’{ 21— 25041 =0
72%14’%24’1 :0

—3r9+3 =0

On a effectué Ly <— 2L, + L; ; la résolution donne z; = x5 = 1.

L’équilibre du systeme piloté par (A,b) est 2* = (1,1)

2-b)

La matrice A est symétrique réelle ; elle est diagonalisable en base orthonormée. Il
existe donc une matrice Q € My(R), inversible telle que Q! = QT et il existe une
matrice D diagonale telle que Q=1A4Q = D.

2-c)
e Recherche des valeurs propres ; soit A € R.
A— M = <(21+ ) _(21+ )\)> Ly <— Ly, puis Ly <— Ly + (2 4+ ALy ; cela donne

(o 186xe)

A est valeur propre de A si et seulement si (2+\)?=1<=\A=-10u = -3.

Notons E(\, A) le sous-espace propre de A associé a la valeur propre A. Un calcul
facile donne

E(-1,A) zvect<(}>) et B(-3,A) :vect<(_11) ).

A=-3¢et p=-1

La matrice de passage est (_11 }) Cette matrice doit étre orthogonale, il faut

donc normer les vecteurs colonnes.

_ 1 1 1) . . VP T (-3 O
Q_\/ﬁ(—l 1),lamatrlceDestDlaug( 3,—1) et Q AQ_(O _1)

2-d)
Etablissons un résultat général dont on se servira par la suite.

Soit W(t) = (wi(t)) € Mp1(R) ; H = (a;;) € M,(R) et X(¢) = (wx(t)) € My 1(R) telles
que W(t) = HX(t).

Supposons W et X dérivables ; Vj € [1,n], w;(t Za, ;xi(t). Dérivons cette égalité ;
Vi€ [1,n], wj(t) = Zai,jxg(t), ce qui se traduit par W'(t) = HX'(¢t).

i) a est pilotée par (A,b) <=Vt >0, X'(t) = AX(t) + B.
vt>0, W'(t) =QTX'(t)=QT(AX(t)+ B)
— QTAX(t)+ Q"B
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Or QTAQ = D < QTA = DQT apres avoir multiplié a droite des deux cotés par la
matrice inversible Q7.

L’égalité précédente donne W'(t) = DQTX(t) + QTB=DW () + QT B

vt >0, W'(t)=DW(t)+QTB

ii) Rappelons que ’équilibre du systéme est B = G)

Notons w; et wy le coordonnées de W dans la base canonique de My ;(R).

1 (1 —1\[1\_ 1 [0)_/[0
@r=50 1) 0) -5 E)-(k)
D’apres le point précédent,

w-ow vara = () )

wy est pilotée par le couple (-3,0).
L’équilibre de ce systeme est «a € R / —3a+0 =0 <= a = 0. D’apres la question
précédente, . lir+n wy(t) = 0 puisque —3 < 0.
—+o00
wo est pilotée par le couple (—1,v/2).

L’équilibre de ce systeme est € R / —B+v2=0<«= B =+2- D’apres la question
précédente,

Jim s (t) = V2 puisque —1 < 0.
D’autre part, W = QTX <= X = QW (car Q7 = Q~!), donc apres un calcul facile,
w1(8) = — (i (8) + wa(#)) et 2a(t) = - (w1 () + wa(t)).

V2 V2
7 . . _ i J— - — L — =
On en déduit que Jim z1(t) = 2(O +V2)=1¢et Jim zo(t) = \/i( 0+v2)=1.
. (1Y
tllglooX(t) o <].) =B
L’équilibre z* = (1,1) est attractif
3-a)
Rappelons que e € C est une racine p ®™° de I'unité si et seulement si e? = 1.
0 1 0
a,—|0 0
.1
1 0 O
L’endomorphisme u, transforme la base (e1,ea,...,ep-1,€,) € (ep,e1,...,€p—2,€p-1), qui

est une base de C? ; c¢’est donc un automorphisme de C? et par suite
P p

Le rang de A, (donc celui de u,) est égal a p
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3-b)
0 1 0
1 € €
Ap € _ 0 0 S _ 52 _ 5:2 . g
Ep'_l IR ep1 1 5.” g1
1 0 O
1 1
Ap 5 =€ :
gp~1 gp~1
1
le vecteur G = 5 est vecteur propre de 4, associé a la valeur propre ¢
er-1
3-c¢)

Il y a p racines p ¢ distinctes de I'unité dans C, donc 4, (et u,) posseéde au moins
p valeurs propres distinctes ; comme dim C? = p, il n’en possede pas d’autres.

I’endomorphisme u, € £(CP) possede p valeurs distinctes, il est diagonalisable

3-d)

Notons ey, es,...,¢, les p racines p *™* de I'unité. On a donc Vk € [1,p], ) = 1.
Il existe @ € M,(C), inversible, telle que A, = Q Diag(e1,e2,...,5,)Q .

AP = QDiag(ey,e9,...,6,)PQ~ " = QDiag(1,1,...,1)Q7 ' = QLQ ™" = I,.

AP — I, = (0) : le polynome X? —1 est annulateur de 4,

Soit R un polynome annulateur de u,. D’apres le cours, les valeurs propres de u,
sont des racines de R. Par conséquent, R posséde (au moins) p racines distinctes ; il
en résulte que deg(R) > p.

u, n’admet pas de polynome annulateur de degré strictement inférieur a p

3-e)

Soit P € C[X] ; il existe n € N et (ag,a1,...,a,) € C"*! tel que P = ZakX’“. (Si P est
k=0

le polynome nul, on prend un entier n quelconque et (ag,a1,...,a,) = (0,0,...,0)).

Notons D = Diag(e1, €2, . ..,&p)-
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