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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

HEC 2015 VOIE S

CORRIGE

PARTIE I : deux exemples de pilotage linéaire

1−a)
La fonction y est dérivable sur R+ en tant que produit de fonctions qui le sont.

∀t ∈ R+, y′(t) = x′(t)e−at − a(x(t) + b
a )e

−at = (x′(t)− ax(t)− b)e−at.

Or x′ vérifie la relation : ∀t ∈ R+, x′(t) = ax(t) + b, par conséquent ∀t ∈ R+, y′(t) = 0

1−b)
La fonction y est constante sur R+ ;

∀t ∈ R+, y(t) = y(0) = x(0) + b
a ⇐⇒ (x(t) + b

a )e
−at = x(0) + b

a
. En multipliant des deux

côtés par eat, il vient

∀t ∈ R+, x(t) = − b
a + (x(0) + b

a )e
at

1−c)
x∗ est un équilibre du système piloté par (a, b) si et seulement si ax∗ + b = 0, ce qui

équivaut à x∗ = − b
a

Soit x une application pilotée par (a, b) : ∀t ∈ R+, x(t) = − b
a + (x(0) + b

a )e
at

Le point x∗ est un point d’équilibre pour toute solution du système piloté par (a, b),
donc en particulier pour les solutions non constantes. Considérons des solutions non
constantes, c’est-à-dire telles que x(0) + b

a ≠ 0.

x(t)− x∗ = (x(0) + b
a )e

at et lim
t→+∞

x(t) = x∗ ⇐⇒ lim
t→+∞

eat = 0⇐⇒ a < 0.

L’équilibre x∗ = − b
a est attractif si et seulement si a < 0

Une autre façon de procéder

Si a < 0, alors lim
t→+∞

(
− b

a + (x(0) + b
a )e

at
)
= − b

a = x∗.

Si a > 0, on considère une solution telle que x(0) + b
a > 0 par exemple ; dans ces

conditions
(
− b

a + (x(0) + b
a )e

at
)
= +∞.
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Or x∗ est attractif si et seulement si, pour toute solution lim
t→+∞

(t) = x∗. Par

conséquent, x∗ = − b
a est attractif si et seulement si a < 0.

2−a)
x∗ = (x1, x2) est un équilibre du système si et seulement si

A

(
x1

x2

)
+

(
1
1

)
=

(
0
0

)
A

(
x1

x2

)
+

(
1
1

)
=

(
0
0

)
⇐⇒

{
−2x1 + x2 + 1 = 0
x1 − 2x2 + 1 = 0

⇐⇒
{
−2x1 + x2 + 1 = 0

−3x2 + 3 = 0

On a effectué L2 ←− 2L2 + L1 ; la résolution donne x1 = x2 = 1.

L’équilibre du système piloté par (A, b) est x∗ = (1, 1)

2−b)
La matrice A est symétrique réelle ; elle est diagonalisable en base orthonormée. Il
existe donc une matrice Q ∈ M2(R), inversible telle que Q−1 = QT et il existe une
matrice D diagonale telle que Q−1AQ = D.

2−c)
• Recherche des valeurs propres ; soit λ ∈ R.

A − λI =

(
−(2 + λ) 1

1 −(2 + λ)

)
L2 ←→ L1, puis L2 ←− L2 + (2 + λ)L1 ; cela donne(

1 −(2 + λ)
0 1− (2 + λ)2

)
λ est valeur propre de A si et seulement si (2 + λ)2 = 1⇐⇒ λ = −1 ou λ = −3.
Notons E(λ,A) le sous-espace propre de A associé à la valeur propre λ. Un calcul
facile donne

E(−1, A) = vect
((

1
1

))
et E(−3, A) = vect

((
1
−1

))
.

λ = −3 et µ = −1

La matrice de passage est
(

1 1
−1 1

)
. Cette matrice doit être orthogonale, il faut

donc normer les vecteurs colonnes.

Q = 1√
2

(
1 1
−1 1

)
; la matrice D est Diag(−3,−1) et QTAQ =

(
−3 0
0 −1

)

2−d)
Etablissons un résultat général dont on se servira par la suite.

Soit W (t) = (wk(t)) ∈ Mn,1(R) ; H = (ai,j) ∈ Mn(R) et X(t) = (xk(t)) ∈ Mn,1(R) telles
que W (t) = HX(t).

Supposons W et X dérivables ; ∀j ∈ [[1, n]], wj(t) =
n∑

i=1

ai,jxi(t). Dérivons cette égalité ;

∀j ∈ [[1, n]], w′
j(t) =

n∑
i=1

ai,jx
′
i(t), ce qui se traduit par W ′(t) = HX ′(t).

i) x est pilotée par (A, b)⇐⇒ ∀t ≥ 0, X ′(t) = AX(t) +B.

∀t ≥ 0, W ′(t) = QTX ′(t) = QT (AX(t) +B)
= QTAX(t) +QTB
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Or QTAQ = D ⇐⇒ QTA = DQT après avoir multiplié à droite des deux côtés par la
matrice inversible QT .

L’égalité précédente donne W ′(t) = DQTX(t) +QTB = DW (t) +QTB

∀t ≥ 0, W ′(t) = DW (t) +QTB

ii) Rappelons que l’équilibre du système est B =

(
1
1

)
.

Notons w1 et w2 le coordonnées de W dans la base canonique de M2,1(R).

QTB = 1√
2

(
1 −1
1 1

)(
1
1

)
= 1√

2

(
0
2

)
=

(
0√
2

)
D’après le point précédent,

W ′(t) = DW (t) +QTB ⇐⇒
(
w′

1(t) = −3w1(t)
w′

2(t) = −w2(t) +
√
2

)
w1 est pilotée par le couple (−3, 0).
L’équilibre de ce système est α ∈ R / − 3α + 0 = 0 ⇐⇒ α = 0. D’après la question
précédente, lim

t→+∞
w1(t) = 0 puisque −3 < 0.

w2 est pilotée par le couple (−1,
√
2).

L’équilibre de ce système est β ∈ R / − β +
√
2 = 0 ⇐⇒ β =

√
2. D’après la question

précédente,

lim
t→+∞

w2(t) =
√
2 puisque −1 < 0.

D’autre part, W = QTX ⇐⇒ X = QW (car QT = Q−1), donc après un calcul facile,

x1(t) =
1√
2
(w1(t) + w2(t)) et x2(t) =

1√
2
(−w1(t) + w2(t)).

On en déduit que lim
t→+∞

x1(t) =
1√
2
(0 +

√
2) = 1 et lim

t→+∞
x2(t) =

1√
2
(−0 +

√
2) = 1.

lim
t→+∞

X(t) =

(
1
1

)
= B

L’équilibre x∗ = (1, 1) est attractif

3−a)

Rappelons que ε ∈ C est une racine p ème de l’unité si et seulement si εp = 1.

Ap =



0 1 0
...

. . . . . .
...

0 0
. . . . . .

. . . 1
1 0 0


L’endomorphisme up transforme la base (e1, e2, . . . , ep−1, ep) en (ep, e1, . . . , ep−2, ep−1), qui
est une base de Cp ; c’est donc un automorphisme de Cp et par suite

Le rang de Ap (donc celui de up) est égal à p
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3−b)

Ap


1
ε
...

εp−1

 =



0 1 0
...

. . . . . .
...

0 0
. . . . . .

. . . 1
1 0 0




1
ε
...

εp−1

 =


ε
ε2
...
1

 =


ε
ε2
...
εp

 = ε


1
ε
...

εp−1



Ap


1
ε
...

εp−1

 = ε


1
ε
...

εp−1

 :

le vecteur G =


1
ε
...

εp−1

 est vecteur propre de Ap associé à la valeur propre ε

3−c)

Il y a p racines p èmes distinctes de l’unité dans C, donc Ap (et up) possède au moins
p valeurs propres distinctes ; comme dimCp = p, il n’en possède pas d’autres.

l’endomorphisme up ∈ L(Cp) possède p valeurs distinctes, il est diagonalisable

3−d)

Notons ε1, ε2, . . . , εp les p racines p èmes de l’unité. On a donc ∀k ∈ [[1, p]], εpk = 1.

Il existe Q ∈Mp(C), inversible, telle que Ap = QDiag(ε1, ε2, . . . , εp)Q
−1.

Ap
p = QDiag(ε1, ε2, . . . , εp)

pQ−1 = QDiag(1, 1, . . . , 1)Q−1 = QIpQ
−1 = Ip.

Ap
p − Ip = (0) : le polynôme Xp − 1 est annulateur de Ap

Soit R un polynôme annulateur de up. D’après le cours, les valeurs propres de up

sont des racines de R. Par conséquent, R possède (au moins) p racines distinctes ; il
en résulte que deg(R) ≥ p.

up n’admet pas de polynôme annulateur de degré strictement inférieur à p

3−e)

Soit P ∈ C[X] ; il existe n ∈ N et (a0, a1, . . . , an) ∈ Cn+1 tel que P =
n∑

k=0

akX
k. (Si P est

le polynôme nul, on prend un entier n quelconque et (a0, a1, . . . , an) = (0, 0, . . . , 0)).

Notons D = Diag(ε1, ε2, . . . , εp).
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