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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

ESSEC 2015 VOIE S

CORRIGE

Introduction

1−a)
F (q) ⊂ C2([0, 1],R) ; F (q) ≠ ∅ car la fonction nulle appartient à F (q).

∀(f, g) ∈ (F (q))2, ∀λ ∈ R,
∀t ∈ [0, 1], (f + λg)′′(t) = f ′′(t) + λg′′(t)

= q(t)f(t) + λq(t)g(t) = q(t)(f(t) + λg(t))
= q(t)(f + λg)(t)

Conclusion : f + λg ∈ F (q).

F (q) est un sous-espace vectoriel de C2([0, 1],R), donc un espace vectoriel

1−b)
La linéarité de Φ résulte de la linéarité de l’intégration. D’autre part,

∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ F (q), (Φ(f))(t) =

∫ t

0

(t− u)q(u)f(u)du

= t

∫ t

0

q(u)f(u)du−
∫ t

0

uq(u)f(u)du

Les fonctions u 7→ q(u)f(u) et u 7→ uq(u)f(u) sont continues sur [0, 1] en tant que produit
de fonctions continues sur [0, 1]. Par conséquent les applications

t 7→
∫ t

0

q(u)f(u)du et t 7→
∫ t

0

uq(u)f(u)du sont continues sur [0, 1].

Par différence de fonctions continues sur [0, 1],

l’application Φ est continue sur [0, 1] ; c’est un endomorphisme de C0([0, 1],R)

1−c)

∀t ∈ [0, 1], (Φ(f))′(t) =

∫ t

0

q(u)f(u)du+ tq(t)f(t)− tq(t)f(t)

=

∫ t

0

q(u)f(u)du.

Donc (Φ(f))′ est dérivable et

∀t ∈ [0, 1], (Φ(f))′′(t) = q(t)f(t). Par conséquent Φ(f) ∈ C2([0, 1],R)
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1−d)
• Sens direct.

f ∈ F (q) =⇒ (Φ(f))′′ = f ′′ d’après les calculs précédents.

De plus d’après les résultats précédents, (Φ(f))′(0) = (Φ(f))(0) = 0.

∀f ∈ F (q), ∀t ∈ [0, 1] =⇒ (Φ(f))′′(t) = f ′′(t)

=⇒
∫ t

0

(Φ(f))′′(u)du =

∫ t

0

f ′′(u)du

=⇒ (Φ(f))′(t)− (Φ(f))′(0) = f ′(t)− f ′(0)
=⇒ (Φ(f))′(t) = f ′(t) car f ′(0) = (Φ(f))′(0) = 0
=⇒ (Φ(f))(t)− (Φ(f))(0) = f(t)− f(0)
=⇒ (Φ(f))(t) = f(t) car Φ(f)(0) = f(0) = 0

(f ∈ F (q), f ′(0) = f(0) = 0) =⇒ Φ(f) = f .

• Réciproquement. f ∈ C0([0, 1],R) =⇒ Φ(f) ∈ C2([0, 1],R) d’après les calculs
du 1−b) ; donc Φ(f) = f =⇒ f ∈ C2([0, 1],R).

(Φ(f)(0) = 0 =⇒ f(0) = 0.

Φ(f) = f =⇒ ∀t ∈ [0, 1], (Φ(f))′(t) = f ′(t). Donc f ′(0) = 0 car (Φ(f))′(0) = 0.

(Φ(f))′(t) = f ′(t) =⇒ (Φ(f))′′(t) = f ′′(t). Or d’après 1−c), (Φ(f))′′(t) = q(t)f(t), donc
f ′′(t) = q(t)f(t)

Φ(f) = f =⇒ f ∈ F (q), f(0) = f ′(0) = 0

f ∈ F (q), f(0) = f ′(0) = 0 ⇐⇒ Φ(f) = f

2−a)

Procédons par récurrence ; soit Pn la propriété : ∀t ∈ [0, 1], |fn(t) | ≤ ||q||n
∞
||f0||∞

tn

n!
.

Remarquons que q et f0 étant continues sur le segment [0, 1], elles y admettent un
maximum et un minimum. Donc ||q||

∞
et ||f0||∞ existent.

• Pour n = 0.

∀t ∈ [0, 1], |f0(t) | ≤ ||f0||∞ ≤ ||q||0
∞
||f0||∞

t0

0!
.

La propriété P0 est satisfaite.

• Supposons Pn satisfaite pour un entier naturel n donné.

|fn+1(t) | =
∣∣∣∫ t

0

(t− u)q(u)fn(u)du
∣∣∣

≤
∫ t

0

|(t− u)q(u)fn(u) |du car les bornes sont dans l’ordre croissant

≤
∫ t

0

|(t− u) |.|q(u) |.|fn(u) |du (2.a)

Or 0 ≤ u ≤ t⇐⇒ −t ≤ −u ≤ 0 ⇐⇒ 0 ≤ t− u ≤ t, ce qui implique |t− u | = t− u ≤ t ≤ 1.

|q(u) | ≤ ||q||
∞

; par hypothèse de récurrence, |fn(u) | ≤ ||q||n
∞
||f0||∞

un

n!

On a : |t− u | ≤ 1, |q(u) | ≤ ||q||
∞

et |fn(u) | ≤ ||q||n
∞
||f0||∞

un

n!

Comme il s’agit d’inégalités entre nombres positifs, on peut les multiplier termes à
termes.

|(t− u) |.|q(u) |.|fn(u) | ≤ ||q||
∞
||q||n

∞
||f0||∞

un

n!
⇐⇒ |(t− u) |.|q(u) |.|fn(u) | ≤ ||q||n+1

∞
||f0||∞

un

n!
.

On intègre cette inégalité entre 0 et t (avec 0 ≤ t),∫ t

0

|(t− u) |.|q(u) |.|fn(u) |du ≤
∫ t

0

||q||n+1
∞
||f0||∞

un

n!
du

D’après (2.a),
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|fn+1(t) | ≤
∫ t

0

||q||n+1
∞
||f0||∞

un

n!

≤ ||q||n+1
∞
||f0||∞

∫ t

0

un

n!
du

≤ ||q||n+1
∞
||f0||∞

tn+1

(n+ 1)!

C’est la propriété Pn+1. La propriété est héréditaire ; par principe du raisonnement
par récurrence,

∀f ∈ C0([0, 1],R), ∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, 1], |fn(t) | ≤ ||q||n
∞
||f0||∞

tn

n!

2−b)

On a |fn(t) | ≤ ||f0||∞
(||q||

∞
t)n

n!
.

La série de terme général
(||q||

∞
t)n

n!
converge en tant que série exponentielle, par suite

son terme génééral tend vers 0. lim
n→+∞

||f0||∞
(||q||

∞
t)n

n!
= 0.

Par encadrement ∀t ∈ [0, 1], lim
n→+∞

|fn(t) | = 0, c’est-à-dire lim
n→+∞

fn(t) = 0

2−c)
f0 = f ; f1 = Φ(f0) = Φ(f) ; f2 = Φ(f1) = Φ2(f).

Une récurrence facile donne ∀n ∈ N, fn = Φn(f0) = Φn(f).

D’après la question 1−d), si f ∈ F (q) et vérifie f(0) = f ′(0) = 0, alors Φ(f) = f.

On montre facilement que Φ(f) = f =⇒ ∀n ∈ N, Φn(f) = f , ce qui équivaut à
∀n ∈ N, fn = f

D’après 2−b), ∀t ∈ [0, 1], lim
n→+∞

fn(t) = 0, donc ∀t ∈ [0, 1], lim
n→+∞

f(t) = 0, ce qui veut dire

∀t ∈ [0, 1], f(t) = 0, donc f = 0.

∀f ∈ F (q) / f(0) = f ′(0), alors f = 0

2−d)
∀(f, g) ∈ (F (q))2, ∀λ ∈ R, ∆(f + λg) = ((f + λg)(0), (f + λg)′(0))

= (f(0) + λg(0), f ′(0) + λg′(0))
= (f(0), f ′(0)) + λ(g(0), g′(0))
= ∆(f) + λ∆(g)

∀f ∈ F (q), ∆(f) = (0, 0) ⇐⇒ f(0) = f ′(0) = 0 ; donc f = 0 d’après le c).

L’application ∆ est une application linéaire injective de F (q) dans R2.

On sait que l’image par une application linéaire injective d’une famille libre est une
famille libre.

Si dimF (q) ≥ 3, il existe dans F (q) une famille libre d’au moins 3 éléments ; l’image
de cette famille par ∆ est une famille libre de 3 vecteurs de R2, ce qui est impossible.

dimF (q) ≤ 2

Autre idée ; par le théorème du rang, dimF (q) = dimKer∆+dim Im∆ = dim Im∆ puisque
∆ est injective. Or Im∆ ⊂ R2, donc dim Im∆ ≤ 2, ce qui donne le résultat

page 3 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
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