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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

EDHEC 2015 VOIE S

CORRIGE

EXERCICE I

1)

La fonction x 7→ 1
xn(x+ 1)

est continue sur [1,+∞[ comme fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale In est impropre uniquement en +∞. Pour
tout x ≥ 1, 1

xn(x+ 1)
≥ 0 et 1

xn(x+ 1)
∼

(x→+∞)

1
xn+1

. D’après le critère de Riemann,

l’intégrale
∫ +∞

1

1
xn+1 dx converge car n+1 > 1. Par équivalence des fonctions continues

positives,

l’intégrale In =

∫ +∞

1

1
xn(x+ 1)

dx converge

2−a)

Pour x ̸∈ {−1, 0}, a
x − b

x+ 1
=

(a− b)x+ a

x(x+ 1)
.

a
x − b

x+ 1
= 1

x(x+ 1)
⇐⇒ a− b = 0 et a = 1 ⇐⇒ a = b = 1

∀x ∈ R − {−1, 0}, 1
x(x+ 1)

= 1
x − 1

x+ 1

Remarque : on pouvait écrire directement 1
x(x+ 1)

= x+ 1− x
x(x+ 1)

= x+ 1
x(x+ 1)

− x
x(x+ 1)

.

2−b)

I1 = lim
x→+∞

∫ x

1

1
t(t+ 1)

dt = lim
x→+∞

∫ x

1

(1
t
− 1

t+ 1
)dt

= lim
x→+∞

[
ln |t | − ln |t+ 1 |

]x
1
= lim

x→+∞

(
ln x

x+ 1
+ ln 2

)
lim

x→+∞
ln x

x+ 1
= ln 1 = 0 par continuité de la fonction ln au point 1, donc

I1 = ln 2

3−a)
∀x ≥ 1, x+ 1 ≥ 2 ; donc xn(x+ 1) ≥ 2xn > 0 ; la fonction inverse étant décroissante sur
R∗

+, on a : 0 < 1
xn(x+ 1)

≤ 1
2xn

.
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On intègre entre 1 et +∞ (bornes dans l’ordre croissant) :

0 ≤
∫ +∞

1

1
xn(x+ 1)

dx ≤ 1
2

∫ +∞

1

1
xn dx. (3a)∫ +∞

1

1
xn dx = lim

t→+∞

∫ t

1

1
xn dx

= lim
t→+∞

[
− 1

n− 1
1

xn−1

]t
1

= lim
t→+∞

(
1

n− 1
− 1

n− 1
1

tn−1

)
= 1

n− 1
car n ≥ 2, donc n− 1 ≥ 1

L’inégalité (3a) s’écrit

0 ≤
∫ +∞

1

1
xn(x+ 1)

dx ≤ 1
2(n− 1)

3−b)
Par encadrement

lim
n→+∞

In = 0

4−a)

In + In+1 =

∫ +∞

1

1
xn(x+ 1)

dx+

∫ +∞

1

1
xn+1(x+ 1)

dx

=

∫ +∞

1

(
1

xn(x+ 1)
+ 1

xn+1(x+ 1)

)
dx

(linéarité de l’intégration des intégrales convergentes)

=

∫ +∞

1

1
xn+1(x+ 1)

(x+ 1)dx

=

∫ +∞

1

1
xn+1 dx

D’après le calcul fait à la question 3), ∀n ≥ 1, In + In+1 = 1
n

4−b)

In − In+1 =

∫ +∞

1

1
xn(x+ 1)

dx−
∫ +∞

1

1
xn+1(x+ 1)

dx

=

∫ +∞

1

(
1

xn(x+ 1)
− 1

xn+1(x+ 1)

)
dx

=

∫ +∞

1

x− 1
xn+1(x+ 1)

dx

Or x ≥ 1 =⇒ x− 1
xn+1(x+ 1)

≥ 0, donc In − In+1 ≥ 0 puisque les bornes d’intégration sont

dans l’ordre croissant.

La suite (In)n≥1 est décroissante

4−c)

In + In+1 = 1
n ; In+1 ≤ In =⇒ In+1 + In ≤ 2In, par suite In ≥ 1

2n
d’après 4−a).

Compte tenu de la question 3−a), 1
2n

≤ In ≤ 1
2(n− 1)

; on multiplie par 2n > 0 les

trois termes de l’encadrement ;

1 ≤ 2nIn ≤ n
n− 1

. En prenant la limite quand n → +∞, lim
n→+∞

2nIn = 1.
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