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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

HEC-ESCP 2015 VOIE S

CORRIGE

PARTIE I : probabilité de surpassement et espérance

1−a)

∀x ≥ 0 SX(x) = 1− P (X ≤ x) = 1−
∫ x

0

λe−λtdt

= 1−
[
− e−λt

]x
0

= 1− (−e−λx + 1) = e−λx

E(X) =

∫ +∞

0

λte−λtdt = lim
b→+∞

∫ b

0

λte−λtdt. Dans l’intégrale, faisons une intégration par

parties ;

u(t) = t =⇒ u′(t) = 1 ; v′(t) = λe−λt ⇐= v(t) = −e−λt.

Les fonctions u et v sont de classe C1 sur R+.∫ b

0

λte−λtdt =
[
− te−λt

]b
0
+

∫ b

0

e−λtdt

= −be−λb +

∫ b

0

SX(t)dt

Les deux intégrales convergent en +∞, lim
b→+∞

be−λb = 0 par croissances comparées,

donc ∫ +∞

0

λxe−λxdx = E(X) = 1
λ
=

∫ +∞

0

SX(x)dx

1−b)
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∀x ∈ R+, SX(x) = P (X > x) = 1− P (X ≤ x) = 1− F (x).

Pour A ≥ 0,

∫ A

0

SX(x)dx =

∫ A

0

(1− F (x))dx = A−
∫ A

0

F (x)dx.∫ A

0

F (x)dx est l’aire sous la courbe de F , au dessus de l’axe des abscisses, comprise

entre les droites d’équation x = 0 et x = A.

A est l’aire du rectangle de côtés les deux droites précédentes, l’axe des abcsisses

et la droite d’équation y = 1. Par conséquent, A −
∫ A

0

F (x)dx est l’aire du domaine

situé au dessus de la courbe de F , sous la droite y = 1, comprise entre les droites
d’équation x = 0 et x = A.

Par conséquent,
∫ +∞

0

SX(x)dx est l’aire du domaine situé entre la courbe

représentative de FX , la droite y = 1 et à droite de l’axe des ordonnées.

2−a)
La fonction h est continue sur R+ en tant que fraction rationnelle dont le

dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale
∫ +∞

0

h(x)dx est impropre en +∞ unique-

ment.

h(x) ∼
(+∞)

1
x2

; l’intégrale
∫ +∞

1

dx
x2

converge d’après le critère de Riemann (2 > 1) ; par

équivalence des fonctions continues, positives, l’intégrale
∫ +∞

1

h(x)dx converge ; sur

[0, 1], h est continue, l’intégrale
∫ 1

0

h(x)dx existe.

L’intégrale
∫ +∞

0

h(x)dx est convergente

2−b)
c

x+ 1
+ d
x+ 2

=
(c+ d)x+ 2c+ d

(x+ 1)(x+ 2)

h(x) = c
x+ 1

+ d
x+ 2

⇐⇒ ∀x ≥ 0, (c+ d)x+ 2c+ d = 1

⇐⇒ c = 1 ; d = −1

∀x ≥ 0, h(x) = 1
x+ 1

− 1
x+ 2

Une primitive de h sur R+ est la fonction x 7→= ln(x+ 1)− ln(x+ 2)

2−c)
La fonction f0 est positive sur R, continue sur R∗.∫ +∞

0

f0(x)dx = 1
ln 2

lim
A→+∞

∫ A

0

dx
(x+ 1)(x+ 2)

= 1
ln 2

lim
A→+∞

[
ln(x+ 1)− ln(x+ 2)

]A
0

= 1
ln 2

lim
A→+∞

(
ln(A+ 1

A+ 2
)− ln(1

2
)
)

= 1
ln 2

× (− ln(1
2
)) = 1

ln 2
× ln 2 = 1

La fonction f0 est une densité de probabilité
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