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sa copie et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amendé d prendre

Dans tout le problémae !
s On note (H,A, F‘) un espace probabilisé et X une varinble aléatoive définie sur (ﬂ, .A), i valeurs dans B,

e Toutes les varinbles aléntoires intervenant dans le probléme sont définies sur le méme espace (2, .A) qui est,
sauf mention confraire, muni de la probabilité P,

s On note Sy Ia fonetion définie sur B 4 valeurs réelles, telle que: V€ I’ Sx(:{:) = P([,’f > T])

Dans le cadre de Udvaluation des risques encourus par des élablissements financiers, il est nécessmre de
retrancher 4 la valewr moyenne aliendue des investissements (espérance mathématique “pure”) un terme
correctif d'aulant plus important que le visque esl plus grand,

L'olyet du probléme est de déterminer graee 4 une “fonclion de distorsion”, une “espérance corrigée” qui prend
en compte celte notion de risque el qui posséde les propridélés requises pour une évaluation cohdrente de risques
financiers, en particulier, une propriété de sous-additivitd nécessaire pour valoriser équitablement les avantages
dventuels de la diversification.

Partie I. Probabilité de surpassement el espérance.

1, On suppose uniquement dans cette question que X suit la loi exponentielle £(A) (avee A = 0).
-
n) Vérifier 'égalité : E(X) = [ Sx(x)dr.
i

b} Donner 'allure de la courbe représentative de la fonction de répartition F' de X et interpréter E(X) en

terme d'nire grice A la formule précédente, :
2. Soit i In fonetion définie sur By par ; h(x) (J_'Fl)-(?-l-_;)

=
a) Justifier la convergence de 'intégrale f hix) da.

i
b) Déterminer deux réels ¢ et d vérifiant pour tout réel & = 0, la relation : h.(r.':) = :_ 1 1 % .
T z

En déduire une primitive de b sur B,
1

I,'.) Montrer que la fonction fy : o { @+ 1)(z+2)n2 gl =0
1]

cst une densité de probabilité,
gl 2 = 0
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3. On suppose dans cette question que X admet pour densité la fonetion fi définie i ln question 2.¢).
a) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7
b) Pour tout @ réel, ealenler Sy () et en trouver un équivalent lorsgque 2 tend vers oo,

+o0
¢) Etudier la convergence de 'intégrale f Sy () de.
i

4.n) Justifier la monotonie de la fonction Sy et trouver la limite de Sy () lorsque = tend vers oo,
b) Montrer que la fonction Sy est continue i droite. A guelle condition est-elle continue en 07

5, Dans cette question, on suppose que X admet une densité f nulle sur | = oo, 0], continue sur | 0, 00| mais
non nécessairement en (.

a) Montrer que la fonction Sy est continue sur B ot de classe C' sur |0, 400,

1
b) Justifier la convergence de i'int.égmlﬂf af(x)da.
i
A

A
¢) Etablir pour tout réel A = 0, 'égalité : / Sx(z)dr = ASx(A) + [ & f(x)de.
0 Jo

+
d} En déduire que si Uintégrale [ Sy (x)dz est convergente, alors X admet une espérance.
Ji

ey
¢) Montrer que sl X admet une espérance, alors on a pour tout réel A = 0 f wf(x)dr = ASx(A).
A
+oo
[) Déduire des résultats précédents que X admet une espérance si et seulement sl Uintégrale / Sx(x)dx
Jo

+ o3
est convergente, et que dans ce cas, on a : E(X) = / Sy (a)dx [1].
40
6. Dans cette question, on suppose que X est discrote et & valeurs dans M.

L i
a) Etablir pour tout entier naturel n, 1'égalité ; Z Sx(k)=(n+1)P([X zn+1])+ z kP([X =k).
ki) i)

b) En déduire que si la série de terme général Sy (n) est convergente, alors X admet une espérance.
o) Montrer que X admet une espérance si of senlement si la série de terme général Sy (n) est convergente, et

e
que dans ce cas, on o E(X) = L Sx(n).
fead)
d) On suppose que X admet ane espérance.

N
(1) Exprimer pour tout N € B, U'intégrale / Sy (@) de & Uade d'une somme partielle de la série de terme
S
péndral Sy (n).
A
i) I duire « = lim vy () da.
(i2) En déduire que E(X) Allrt_'!_lm[ Sx(w)da

1

Ainsi, la relation [1] reste applicable dans le cas des variables aléatoires 4 valewrs dans H ; on admel qu'elle

oo

reste applicable & toute variable aléatoire pour laguelle Vintdgrale Sy ('r) dr est convergente,
0

Partiec I1. Fonctions de distorsion et espérances corrigées : un exemple,

On appelle fonetion de distorsion toute fonetion g définie, continue et croissante sur U'intervalle [0, 1] qui vérifie
les trois propriétés supplémentaives suivantes : g(0) =0, g(1) = 1 et g est concave sur |0, 1].

Pour toute fonetion de distorsion g, on dit que X admet une espérance corrigée par g, si la fonction
composée go Sy admet une intdgrale convergente sur [[], -i-r_h;\[.

"]
Cette intégrale, notée E,(X), est appelée espérance de X corrigée par g. Ainsi : E (X) = [ 9(Sx(x)) dx.
Jo
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7. Exemple . Soit @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite dont la dérivée, notée ¢, est

?
telle que : Vi e R, (1) = \f%(:" 5
a) Justifier que @ est une bijection de B sur |0, 1. On note ¥ 1a bijection réciproque de @,
1 0 slx=10
Soit & € ]0. E[ et wy la fonetion définie sur [0, 1] telle que @ wy(z) =4 $(V(z) ~ V(o)) sid<z<1.
1 siz=1

b) Montrer que la fonetion w, est continue sur [0, 1] et dérivable sur |0, 1],
(¥ (a)”
¢) On note 'm:‘ la dévivée de w,,. Ftablir pour tout x € | 0, ][, la relation : w] (x) = exp (W(n)'@(;ﬁ)— —-éu ) ’

d) Déterminer |'égquation de ln tangente i la courbe représentative de la fonetion w,, au point d’abscisse o
e) Vérifier que w,, est une fonction de distorsion.

8, On considére i nouvean la fonetion de distorsion w, définie dans la question 7,

Solt ¥ une variable aléatoire définie sur (ﬂ,.ﬁl, P) qui suit une loi normale d'éenrt-type égal a 1, dont
'espérance est notée i, ot soit X une variable aléatoire qui suit la méme loi que exp(Y).

a) Juatifier existence de Uegpérance de X et la ealenler.
b) Montrer que pour tout réel z > 0, on a : ws(Sx(x)) = P([X e V™) = g).
¢) En déduire Uexistence et la valeur de By, (X)),
9. Pour faire tracer par Seilab la courbe représentative de w,,, on utilise la fonetion edfnor qui pernmiet de ealenler
les valeurs de la fonction de répartition de varinbles aléatoires de loi normale,
51 une variable aléatoive Z suit la lol normale centrée réduite of si @ of p sont deux réels relics par
I'égalité P(|Z < z]) = p, alors :
& p ost ealeulable en Seilab par edfnor ("PQY,%,0,1) ;
e g sl caleulable en Seilab par cdfnor ("X”,0,1,p,1-p).
Le graphigue ci-dessous a ét¢ obtenu en affectant suecessivement & la variable alpha les valeurs 0.2 et 0.4, et
en exdéentant les cing instructions codées comme suit, In quatrieme étant incompléte,

(1) ga=cdfnor(”X”,0,1,alpha,1-alpha) b f,,--""' f,-*‘

07 4 ~ w2

s -
(2) p=[0.02 :0.01 :0.98] 04 4 f
i

(3) q-tﬂfnnr(ﬂxr’.i&rbﬁ(p).ﬂnnu(p),p,iﬂp}ﬂqn*unnn(p} ] ,ff
(4) wa=cdfnor ("PQ7, 7, 7, 7) i
(3) plet(p,wa) a4

8 T T T T T T T

9y B2 o3 @s @b 08 07 oA o

a) Quelles sont les valeurs affectées aux variables p et ¢ par les instructions (2) et (3) (on en précisera le
format matriciel) 7

b) Compléter la quatriéme ligne de code.

) A laquelle des deux courbes correspond la valeur a = 0.2 (on justifiera mathématiquement la réponse) ?
d) Comment trouver les tangentes aux deux courbes en (0,0) et (1,1)7

¢) Que deviendrait la courbe représentative de wy, st on faisait tendre o vers 07
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Partie I11. Sous-additivité des espérances corrigées,

Les notations et le conterte de cetle partie sond identiques d ceur des parties I et 11,

Dans cette partie, on note g une fonetion de distorsion arbitraire et on suppose 'existence de E, (X)),
Soit B un réel positif et soit ¥ une variable aléatoire i valeurs dans R, telle que P([Y e [0, H]]) =1,
L'objectif de cette partie consiste i établir 'inégalité : E,(X 4+ V) £ E,(X) + E,(Y) [2].

10. ) Soit x un réel fixé de [0, 1], Justifier pour tout entier n = 1, Uinégalité :

a(m(l -2)+0 —m)%) ;wy(t - %) +(1 —:::)9(%) -

b} En déduire que g(z) = z.
¢) Boita, bet £ trois réels tels que: 0 <a< b= b4e < 1,
Aa+(1=Ab+e)=b
Justifier Vexistence d'un réel A € [0, 1] vérifinnt les deux égalités ; .
(l — A)r1+)k(h+¢'} =
En déduire 'inégalité : g(b + ) = gla + £) = g(b) — gla).
11. a) Montrer que E(X) existe ot que E(X) £ E,(X).
h) Maontrer quae s X est une varinble aldatoire t'.nrt,nint_:, O i E'H(X) = H{X),
¢) Soit r > 0 et 5 = 0. Montrer que E,(rX + 8) existe et que : E;(rX + 8) = 7E (X)) + 5.
d) Solt T' et W deux variables aléatoires telles que P[0T < W) = 1.
Sous réserve d'existence, comparer E,(T') et E (W),
12. Justifier 'existence de E,(Y) et de E, (X +Y) ; éablir les indgalités : E,(Y) £ Bot B, (X+Y) = E (X)+B.

13. On se propose de montrer par récurrence sur lentier n que 'inégalité (2] est vrale pour toute variable
aléatoire U telle que P([U € [0,7]]) = 1.
Soit n un entier naturel donné, On suppose que quelle que soit la probabilité P2 sur (£2, A), Uindgalité [2] est
vraie pour toute fonetion de distorsion g, pour tonte variable aléatoire X possédant une espérance corrigée
pur g el pour toute variable aléatoire [J telle que P([ IIe [[,]I n]]D =],

n.) Diécuire de la question 12 que la propriété ci-dessus est vérifice pour 1 = 0,
h) On suppose la propriéid cl-dessus vérifiée pour un entier naturel n donnd,
Soit Z une variable aléatoire telle que P([Z € [0,n+1]]) =1 et p= P([Z = 0]) = 0.

On pose P* = PFz.p (probabilité conditionnelle sachant [£ = 0]). Pour tout réel & = 0, on pose :
Sx(z)=P*([X = z]), 82(z) = P*([Z > z]) et Sk zlz)=P([X+Z>1z]).

(i) Etablir 'égalité ; Sxz(x) = (1 =p) Rz=0)([X = z]) + p S, z(x).

(ii) Exprimer Sx (z) ¢t Sz(z) en fonction de p, Flzwo ([X > 2]), Sk (z) et S5(z).

(732) En utilisant le résultat de la question 10.¢), déduire des relations précédentes inégalité :
9(Sx4z(x)) — g(Sx(x)) — g(Sz(x)) = a(pSkiz(x)) — g(pS(x)) — a(pSz(x)) -

g(px)

¢) Justifier que la fonction b @ @ — °
a(p)
00

boa ]
f(: h.(S}_',z (2‘}) dr = A h.(S_'ia {.'h‘})- da -+ f IR(S:::{I)) da .

]

d) En déduire l'inégalité : E (X + £) = Ey(X) + E,(Z). Conclure,

eat une fonction de distorsion et établiy 'indgalitd
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1
14. Pour tout entier n = 1 et tout w € 2, on pose : Yy, (w) = ;[n Y(w)], onn |u] désigne la partie entiére de u.

a) Justifier 'existence de E,(Y,) et EZ(X + Y,); établir Uinégalité : E (X +Y,) £ E (X)) + E,(Y,).
b) Pour x = 0, comparer les événoments (Y, = 2] ot [V = 2], et montrer que E,(Y;) < E,(Y).
¢) Montrer que pour tout entier n = 1, on &

/&-i-uu H(S-x *.Y{‘T)) i 1/‘“+mg(3.:'f Lo (.T + i)) da = }j‘”(x At Y;l) :

d) En déduire 'inégalité [2],
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HEC-ESCP VOIE S 2015 ].

HEC-ESCP 2015 VOIE S

CORRIGE

PARTIE 1 : probabilité de surpassement et espérance

1-a)

Vo >0 Sx(x):lfP(XS:c):lf/Ae*)‘tdt

. 0
=1- [— e’”}

0
Sl (e )=

+oo b

E(X) = / e Mdt = bhin Me~*Mdt. Dans lintégrale, faisons une intégration par
0 —+00 Jj

parties ;

ult) =t = u'(t) =1; V' (t) = Ae M <= v(t) = —e M.

Les fonctions u et v sont de classe C! sur R,.

b b b
/)\te_/\tdt = {—te*”} +/e_/\tdt
0 0 . 0
= —be b 4 /Sx(t)dt
0

Les deux intégrales convergent en +oo, lim be *’ = 0 par croissances comparées,

b—+o00
donc
+oo 1 +oo
/ \re Mdr = B(X) = 1 = / Sx(x)dx
Q /\ Q
1-b)
A
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2 HEC-ESCP VOIE S 2015

Ve eR,, Sx(@)=P(X >2)=1-P(X <z)=1— F().
Pour A >0, /SX dx—/(l— V)dr = A — /
A

F(x)dr est l'aire sous la courbe de F, au dessus de ’axe des abscisses, comprise

entre les droites d’équation x =0 et z = A.

A est laire du rectangle de cotés les deux droites précédentes, ’axe des abcsisses
A

et la droite d’équation y = 1. Par conséquent, A — / F(x)dr est I'aire du domaine
0
situé au dessus de la courbe de F, sous la droite y = 1, comprise entre les droites
d’équation x =0 et x = A.
—+oo
Par conséquent, Sx(x)dz est 'aire du domaine situé entre la courbe
0

représentative de Fy, la droite y =1 et a droite de ’axe des ordonnées.

_a)

La fonction h est continue sur R, en tant que fraction rationnelle dont le
+oo

dénominateur ne s’annule pas. L’intégrale / h(z)dz est impropre en +oco unique-
0

ment.

h(x) o 2 : I'intégrale / dﬂc converge d’apres le critere de Riemann (2 > 1) ; par
+oo X
1 +o00
équivalence des fonctions continues, positives, 'intégrale / h(z)dx converge ; sur
1

1
[0,1], h est continue, I'intégrale / h(z)dz existe.
0

+oo
L’intégrale / h(z)dz est convergente
Q

2-b)
c_, _d _(c+d)x+2c+d
r+1 " x+2 (x+1)(z+2)
<~ c=1;d=-1
__1 1
Vo >0, h(:Jc)—erl )
Une primitive de h sur R, est la fonction z —=In(z + 1) — In(z + 2)
2-c)
La fonction f, est positive sur R, continue sur R*.
+oo
o fo(x)da “In2 AHTOO/ (z+D(z+2) (x +2)
_ 1 A
o [bte s3]
1 A+1 1
=g im (IH(A+2) ln(2))
_ 1 1 1
ln2><( ln(2)) n 2><ln2—1
La fonction f, est une densité de probabilité
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