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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

ESSEC II 2015 VOIE E

CORRIGE

I : limite inférieure d’une suite et d’une fonction

1)

x0 = 1, x1 = −1
2
, x2 = 1

3
, x3 = −1

4
et x4 = 1

5
.

min
i∈[[0,4]]

xi = −1
4

Remarque : on aurait pu se contenter de tester les éléments négatifs.

2−a)
un(k) = min

i∈[[n,n+k]]
xi et un(k + 1) = min

i∈[[n,n+k+1]]
xi.

Il existe j ∈ [[n, n + k]] / xj = un(k). Il est clair que [[n, n + k]] ⊂ [[n, n + k + 1]], donc
xj ∈ [[n, n+ k + 1]]. Par suite un(k + 1) = min

i∈[[n,n+k+1]]
xi ≤ xj .

un(k + 1) ≤ un(k) : la suite k 7→ un(k) est décroissante

2−b)
Les xn sont positifs, donc les un(k) sont positifs. La suite k 7→ un(k) est décroissante,
minorée par 0. D’après le théorème des suites monotones bornées,

la suite k 7→ un(k) est convergente vers une limite notée un

2−c)
un+1(k) = min

i∈[[n+1,n+1+k]]
xi et un(k + 1) = min

i∈[[n,n+k+1]]
xi.

On a l’inclusion [[n+1, n+1+ k]] ⊂ [[n, n+1+ k]]. D’autre part, un+1(k) ∈ [[n+1, n+1+ k]],
donc un+1(k) ∈ [[n, n+ 1 + k]].

Par définition, un(k + 1) = min
i∈[[n,n+k+1]]

xi, donc un(k + 1) ≤ un+1(k).

Prenons la limite des deux termes de cette inégalité lorsque k → +∞. D’après la
question précédente, les deux limites existent et l’on a donc un ≤ un+1.

La suite (un)n≥1 est croissante. Pour une suite croissante, rappelons qu’il n’y a que
deux possibilités : ou la suite est majorée et alors elle est convergente (elle a une
limite réelle) ou la suite n’est pas majorée et alors elle a pour limite +∞.
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Dans cette situation (suite croissante), la suite a une limite réelle ou pas.

La suite (un)n≥1 a une limite réelle ou égale à +∞

3−a)
• Pour la suite yn = 1 + (−1)n.

un(k) = min
i∈[[n,n+k]]

(1 + (−1)i).

un(0) = min
i∈[[n,n+0]]

(1 + (−1)i) = 1 + (−1)n.

Pour k ≥ 1, l’intervalle [[n, n+ k]] contient au moins un entier pair et un entier impair,
car cet intervalle contient au moins deux entiers consécutifs. Par suite, les valeurs
de (1 + (−1)i) sont 0 ou 2.

Pour k ≥ 1, un(k) = 0.

un(k) =

{
1 + (−1)n si k = 0
0 si k ≥ 1

• Pour la suite zn =

{
2 si n est pair
n si n est impair

Les termes de la suite, dans l’ordre croissant des indices sont :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 etc....

un 2 1 2 3 2 5 2 7 etc....

* Si n = 0 u′
0(k) = min

i∈[[0,k]]
zi =

{
2 si k = 0
1 si k ≥ 1 car 1 ∈ [[0, k]]

* Si n = 1, u′
1(k) = min

i∈[[1,1+k]]
zi = 1 car l’intervalle [[1, 1 + k]] contient le nombre 1

* Si n ≥ 2,

k = 0, u′
n(0) = min

i∈[[n,n]]
zi = zn =

{
2 si n est pair
n ≥ 3 si n est impair, car n ≥ 3

k ≥ 1, u′
n(k) = min

i∈[[n,n+k]]
zi = 2 car l’intervalle [[n, n+ k]] contient des nombres pairs et le

plus petit nombre impair dans cet intervalle est 3 puisque n ≥ 2.

3−b)
• Pour la suite (yn).

lim
k→+∞

un(k) = 0, donc un = 0 et lim
n→+∞

inf yn = 0

• Pour la suite (zn).

u′
0 = lim

k→+∞
u′
0(k) = 1 ,

u′
1 = lim

k→+∞
u′
1(k) = 1,

Pour n ≥ 2, u′
n = lim

k→+∞
u′
n(k) = 2

lim
n→+∞

inf zn = 2

4−a)
La suite (xn) est croissante, donc min

i∈[[n,n+k]]
xi = xn, puisque xn ≤ xn+1 ≤ · · · ≤ xn+k. Par

suite, un(k) = xn. Il en résulte que lim
k→+∞

un(k) = xn : un = xn.
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