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La présentation, la lisibilité, lorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.
Seulde l'utilisation d’une régle gradude est autorisée.

Si au cours de l'dpreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

L’étude des propriétés asymptotiques des lois de probabilités est importante pour modéliser la facon dont
une expérience aléatoire a une tendance plus ou moins forte 2 donner des résultats numériquement grands.
Dans la premiére partie, on introduit un outil d’analyse asymptotique. Dans la deuxiéme, on étudie un type de
loi spécifique et dans la troisiéme des conditions plus simples pour vérifier que des propriétés asymptotiques
sont satisfaites. Les trois parties sont largement indépendantes. De plus, dans les deux derniéres parties, on
n’utilise de la partie I que les résultats des questions 5.(f) iii) et 5.(g), qu’on pourra admettre si besoin. Dans
tout I’énoncé, “positif” signifie “positif ou nul” sauf indication contraire.

I Limite inférieure d’une suite et d’une fonction
Si a et b sont deux entiers tels que a < b, on notera [a,b] = {k € Z,a < k < b} I'intervalle d’entiers

d’extrémités a et b.
Pour (z5,)nepv suite de réels et T ensemble fini d’entiers naturels, on notera mi}ucg; le plus petit élément de
e
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1 1
. I’ensemble {z;,7 € I'}. Par exemple, min — = —.

ie1.9141 9
s o =
1) Un exemple : déterminer min = :
i€[0,4] ¢ +1
2) Soit (z5,),>0 une suite de réels positifs.
(a) Pour n entier naturel fixé, on pose pour tout k de IN, un(k) = min z;.

i€[n,n+k]
Montrer que la suite (u,(k))i>0 est décroissante.

(b) En déduire que la suite (u,(k))x>0 est convergente. On note u, = X lim  un(k).
- —+00

(c) Etablir une inégalité entre les réels u, 1 (k) et u,(k+1) et en déduire que la suite (%, )n>0 €St croissante.

(d) En déduire que la suite (un)n>0 admet une limite (qui peut étre +00). Cette limite est dite limite

inférieure de la suite (z,,),>0 et est notée lim Jirnf T
=5 n—+00

3) Soient les deux suites réelles positives (¢, )n>0 €t (2n)n>0 définies par
Yne Ny, =1+ (-1)",n>0

et
2  sinest pair

Vne IN,z, = { . , .
n  sin estimpair

(a) Expliciter pour n positif ou nul et k supérieur ou égal a 1 les termes u, (k) associés a chacune des deux
suites (yn)nzo et (zn),,,zg.
éterminer lim inf y, et lim inf z,.
05y Dtk Gt i ey o
4)
(a) On suppose ici que (z,)n>0 est une suite croissante de réels positifs. Comparer u,, et T, et en déduire

que si (zn)n>p converge en croissant vers un réel £ alors lim inf Pon =P
=~ n—+ 4-00

(b) Montrer que si (z)n>0 est une suite décroissante de réels positifs, convergente vers un réel /,
alors lim inf z,, = £.

n-* 4-00
©
i) Soient a1, g, ..., des réels donnés et soit I un intervalle ouvert de JR. On suppose que pour tout %
tel que 1 < i < r, o; appartient & J. Montrer que min_ o; € 1.

i€[1l,r]
ii) Démontrer que si (Zn)n>0 st une suite de réels positifs convergente vers £ réel positif,

on a liminf z,, = £.
n—44-00

5) Soit f une fonction continue sur /R a valeurs dans IR, .
(a) Pour x réel positif fixé, on définit la fonction ¢, sur IR, par

Vh > 0, pz(h) = ue’[ﬂi . f(u).

Montrer que la fonction ,, est décroissante sur IR .

(b) En déduire que ¢, (h) a une limite dans IR, quand h tend vers +o00. On note P, cette limite.

(¢) Montrer que la fonction z +— @, est croissante sur IR .

(d) En déduire que la limite wgrfm ®, existe (noter qu’elle peut valoir +00). On la nomme la limite
inférieure de f et elle est notée 121:_111> ixgg f(z).

() Un exemple : soit f la fonction continue sur /R définie par

flat) = T si z appartient a [0, 1]
| 2—2z sizappartienta [1,2]
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et telle que f(z) = f(z + 2) pour tout réel positif = (on dit que f est périodique de période 2).
1) Représenter graphiquement f sur le segment [0,4].
ii) Que vaut ¢, (h) pour z positif et h supérieur ou égal 2.
iii) En déduire @, puis 1;9 fc}f f(z).
()  f est de nouveau une fonction quelconque continue sur /R, 2 valeurs dans IR, et on reprend les
notations de 5(a) et 5(b).
1) Soit z un réel positif. Montrer que pour tout réel h positif, ona f(z) > @, (h).
ii) En déduire I’inégalité
iii) On suppose que E:lg_lllél‘f f(z) > 0. Montrer qu’il existe deux réels z et £ strictement positifs tels que
pour tout z supérieur ou égal a zg ona f(z) > .

(g) Soient f et g deux fonctions continues de IR dans IR telles que f(z) > g(z) pour tout z positif, et
lim g(z) = £ ou £ est un réel positif. Montrer que lim inf f(z) > £.
T—++00 z—++00

II Lois sous-exponentielles

Dans la suite du probleéme, toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (2, A, P). On
notera comme d’habitude, sous réserve d’existence, E(X) et V(X)) I’espérance et la variance d’une variable
aléatoire réelle X .

Si X est une variable aléatoire réelle positive de fonction de répartition F, on notera systématiquement ' la
queue de la répartition définie par F(z) = 1 — F(z) = P(X > z) pour tout z positif.

6) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans IN. Pour tout n entier naturel, on
pose

px(n) = P(X=n)
py(n) = P(Y=n)
px+v(n) = P(X+Y =n)

Montrer que pour tout n entier naturel,
T
px1y(n) =) px(k)py(n — k).
=0

Par analogie, on admettra que si X et Y sont deux variables aléatoires réelles positives indépendantes,
admettant respectivement les densités fx et fy continues sur IR et continues 2 droite en 0, la variable X + Y
admet une densité notée fx * fy définie, pour z positif, par

(fx * fy)(z) = ./: fx(u) fy (z — u)du.

On notera F'x;y la fonction de répartition de la variable aléatoire X + Y.

7) Soit A un réel strictement positif et soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle de parametre A. On note f une densité commune et F' leur fonction de répartition. On prendra pour tout
z positif ou nul, f(z) = de %

(a) Expliciter, pour  positif, F'(z) et F(x).

(b) Calculer (f % f)(z) pour tout z positif.

(c) En déduire Fxy (x) pour tout z positif.

(d) Montrer que

Fx+y(z)

T~++00 F(x)
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8) Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F'. On dit que la loi de X est a support
illimité a droite si pour tout z positif, F'(z) > 0.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes positives, de méme loi & support illimité a droite, de
fonction de répartition commune F.

(a) Montrer que pour tout z positif,

Fxiy(z) > P(max(X,Y) > z).

(b) Montrer que P(max(X,Y) > z) = 1 — F?(z).
1 - F%z)

(c) Montrer que mgrpm @) =2
F
(d) En déduire que lim inf Fxsv(z) > 2

z—+400 F(x)
9) Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F'. On suppose que la loi de X est a
support illimité a droite. On dit que cette loi est sous-exponentielle si

Fx,y(z) _
r—+00 "ﬁ(m) -

oti, comme dans les notations précédentes, F'x.y désigne la fonction de répartition de la somme des deux
variables aléatoires réelles positives X et Y indépendantes, de méme loi et de fonction de répartition F.

On considere alors deux variables aléatoires réelles positives indépendantes X et Y de méme loi sous-
exponentielle.

(a) Montrer que

; 1
L Pixiysz)(X > ) = 3

(b) En déduire (en utilisant la question 8.c) que

L PX+Y>a)
e—+oo P(max(X,Y) >z)

(¢) Démontrer I’égalité

PX+Y>z)=P(X+Y >z|N[max(X,Y) < z]) + P(max(X,Y) > z)

(d) Conclure que

. P(X+Y >z Nmax(X,Y) <) _
xlﬂloo P(max(X,Y) > ) =

(e) Interpréter le résultat précédent.

III Problemes de queues

Soit f une densité de probabilité sur JR que 1’on suppose nulle sur JR* et continue sur JR7 et F la fonction
de répartition associée. On dit que la loi de probabilité définie par la densité f posséde une loi a queue lourde
si pour tout A strictement positif, ’intégrale / o f(z)e* dx est divergente, c’est-a-dire que pour tout réel
A>0, ' &

lim ]; f(z)e’®dz = 400

a—++400
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10) Soit X une variable aléatoire de densité f. Montrer que si la loi de X est & queue lourde, elle est a
support illimité a droite.

11) Etude de quelques lois particuliéres :

(a) Une loi exponentielle est-elle & queue lourde ?

(b) Soit f la fonction d’expression f(z) = si z positif ou nul et f(z) = 0 si z est strictement
’ (

1
1+z)?
négatif.
i) Montrer que f est une densité de probabilité.
ii) Soit A sl;a:'cctemsnt positif. Justifier I’existence d’un réel positif zq tel que pour tout z supérieur ou égal

- ] €
a rp on ait le

iii) En déduire que la loi définie par f est 2 queue lourde.
(c) Soit Z une variable aléatoire de loi normale centrée réduite et X la variable aléatoire définie par X = eZ.
i) Déterminer une densité f de X.

1
ii) Soit A strictement positif. Que vaut lim [Aa: — ~(lnz)®>—1In ;t:] ?
z—+00 2

iil) En déduire qu’il existe un réel xq strictement positif tel que

Vz >z flz)ed >1

iv) En déduire que la Joi de X est a queue lourde.

On désigne désormais par X une variable aléatoire positive de loi a support illimité a droite et admettant une
densité f continue sur IR% et continue 2 droite en 0. On note F' la fonction de répartition associée. On pose
fl=)
F(z)
12) Montrer que

alors () = et R(z) = —InF(z), pour z positif.

F(z) = exp(~ fg " r()dy).

13) On suppose que lim inf Blz) .

r—>+400 T
(a) Montrer qu’il existe deux réels zq et ¢ strictement positifs tels que pour tout x supérieur ou égal a o,

F(z) < e,
(b) Soit A tel que 0 < A < €. Soit A strictement positif donné. Montrer que

A . A .
/ e f(z)dz =1 — F(A)e M + r\j e M F (z)dz
0 0

400
(c) Conclure que / e f(z)dx converge et que la loi de X n’est pas A queue lourde.
0

14) On rappelle I’inégalité de Markov : si Z est une variable aléatoire positive admettant I'espérance E(Z),
alors pour tout ¢ strictement positif, on a

1
P(Z > a) < —B(2).

On suppose maintenant que la loi de X n’est pas a queue lourde.

(a) Montrer qu’il existe ) strictement positif tel que ¢ = E (e*¥) existe.
(b) Soit z strictement positif. Montrer que F(z) < ¢- e %,

R(z)

(c) Montrer que liE’, inf >A>0.
X

‘oo I
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La condition l;@ ilcg @ = 0 n’est pas forcément trés agréable a vérifier pour prouver qu'une lo: possade
une queue lourde. De ce fait, on introduit une autre notion plus simple dont on va montrer gu’elle suff: 2 zssurer
cette propriété.

15) Soit X une variable aléatoire positive de fonction de répartition F. On dit que lz loi de .\ posséde une
queue longue si pour tout réel € strictement positif, il existe un réel A strictement positif tel que pour tout rée!
x supérieur ou égal a A, et tout réel y appartenant 4 [0,1], on a

F(z +y)

) -1lle.

Dans Ia suite, F' désigne la fonction de répartition d’une variable aléatoire X qui suit une telle loi.

(a) Montrer que pour tout y de [0,1] lim o +_y) —~Fi) = 0.
400 F(gg)

F -F
) Bodbdifeane T ~ 2=
T-++4-00 F($)

(c) Montrer que pour tout y de [0, 1],

lim Pxs(X >z+4+y) =1

Z£-¥400

(d) Montrer que EIJP (R(z + 1) — R(z)) = 0.

16) Soit I la fonction de répartition d’une variable aléatoire de loi 2 queue longue.
(a) Soit A strictement positif fixé.
i) Montrer qu’il existe zg positif tel que pour tout z supérieur ou égal a zg et pour tout y de [0, 1], on a

— _— A
Flz+y) > F(z)e 2
Indication : On utilisera la définition de fonction de répartition d’une variable aléatoire qui suit une loi a2 queue
longue donnée 2 la question précédente avec une valeur précise de £ que I’on explicitera.
ii) Montrer que pour tout entier naturel non nul 7, on a

F(zo +n) > F(xg)e ™2

iii) En déduire que lim e ®tMF(zq+n) = +o00
n—+00

(b) Justifier que pour tout A strictement positif, la fonction z — e** F(x) n’est pas bornée sur IR,
R
(c) Enraisonnant par I’absurde, montrer que lim inf (z) = ().
=+ 400 I
(d) Conclure que toute loi a queue longue posséde une queue lourde.
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CORRIGE

I : limite inférieure d’une suite et d’une fonction

1)
'r():]-v xlzi%, IQZ%, I3:7i eth4:%
oy A

Remarque : on aurait pu se contenter de tester les éléments négatifs.
2-a)

Up(k)= min z; et u,(k+1)= min  a;.
i1€[n,n+k] i€[n,n+k+1]

Il existe j € [n,n+ k] / z; = uy(k). Il est clair que [n,n + k] C [n,n + k + 1], donc

z; € [n,n+k+1]. Par suite u,(k+1)= min z; <.
i€n,n+k+1]

un(k+1) <u,(k) : la suite k — u, (k) est décroissante

2-b)

Les z,, sont positifs, donc les u, (k) sont positifs. La suite k +— u, (k) est décroissante,
minorée par 0. D’apres le théoreme des suites monotones bornées,

la suite k +— u, (k) est convergente vers une limite notée u,

2-c)

Unt1(k) = min z; et up(k+1)= min Ti.
i€[n+1,n+1+k] i€[n,n+k+1]

On a l'inclusion [n+1,n+1+k] C [n,n+1+k]. D’autre part, u,41(k) € [n+1,n+1+k],
donc uy,41(k) € [n,n+ 1+ kJ.

Par définition, u,(k+1)= min  =;, donc u,(k+1) < u,y1(k).
i€n,n+k+1]

Prenons la limite des deux termes de cette inégalité lorsque k — +oco. D’apres la
question précédente, les deux limites existent et ’on a donc u,, < u,4;.

La suite (u,),>1 est croissante. Pour une suite croissante, rappelons qu’il n’y a que
deux possibilités : ou la suite est majorée et alors elle est convergente (elle a une
limite réelle) ou la suite n’est pas majorée et alors elle a pour limite +oc.
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Dans cette situation (suite croissante), la suite a une limite réelle ou pas.

La suite (u,),>1 a une limite réelle ou égale a 400

3-a)
e Pour la suite y,, =1 + (-1)".

un (k) = efin (L4 (=1)").

U, (0) :ie[[ril,inla-o]] 1+ (-D)) =1+ (-1)".

Pour k > 1, l'intervalle [n,n + k] contient au moins un entier pair et un entier impair,
car cet intervalle contient au moins deux entiers consécutifs. Par suite, les valeurs
de (1 + (=1)%) sont 0 ou 2.

Pour k > 1, u,(k) = 0.

1+ (=D si k=0
“"(k){o si k>1

si  n est pair

: 2
e Pour la suite z, = . ! .
n Sl n est impair

Les termes de la suite, dans I'ordre croissant des indices sont :

n| 0| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| etc....

un| 2| 1| 2| 3| 2| 5| 2| 7] etc....

. . 2 si k=0
* — /! — - .
Si n =0 ugy(k) iefoky {1 si k>1 carl¢€]o,k]

* Sin=1 k)= Hnlmln 0= 1 car l'intervalle [1,1+ k] contient le nombre 1
i€ [1,1+

*SinZ?,

2 si n est pair

P— / f— 1 s = = . . .
k=0, u,(0) = min_z =z, {nzg si n est impair, car n >3

i€[n,n]

k>1, u (k)= [[min w A= 2 car l'intervalle [n,n + k] contient des nombres pairs et le
i€n,n+

plus petit nombre impair dans cet intervalle est 3 puisque n > 2.
3-b)
e Pour la suite (y,).

lim wu,(k) =0, donc u, =0 et liminfy, =0
k—4oc0 n—+oo

e Pour la suite (z,).

! . !
uy = lim wup(k) =1
0 k— oo 0( ) )
/ . !
uy = lim uj(k)=1
1 ko0 1( ) )
Pour n>2, u/, = lim u,(k)=2
k—+oco
lim inf z,, = 2
n—-+oo
4-a)
La suite (z,,) est croissante, donc [[min | x; = T,, puisque x, < rp1 <o < 30k Par
i€[n,n+k
suite, u, (k) = z,. Il en résulte que lim wu,(k) =z, : u, = z,.
k—+o00
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