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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2015

EM-LYON 2015 VOIE S

CORRIGE

EXERCICE I

PARTIE I : étude d’endomorphismes

1)

Il est clair que E ⊂ R4[X] et que E ≠ ∅ car le polynôme nul appartient à E (de même
que le polynôme X(X − 4)).

∀(P,Q) ∈ E2, ∀λ ∈ R, (P + λQ)(0) = P (0) + λQ(0) = 0 et (P + λQ)(4) = P (4) + λQ(4) = 0.
Donc P + λQ ∈ E.

E est un sous-espace vectoriel de R4[X]

2)

Il est clair également que WQ appartient à E , en effet, (WQ)(0) = W (0)Q(0) = 0 et
(WQ)(4) = W (4)Q(4) = 0 ; deg(Q) ≤ 2 =⇒ WQ ∈ R4[X].

∀α ∈ R, ∀(P,Q) ∈ (R2[X])2, φ(P + αQ) = W (P + αQ) = WP + αWQ = φ(P ) + αφ(Q).
Conclusion :

L’application φ est une application linéaire de R2[X] dans E : φ ∈ L(R2[X], E)

∀Q ∈ E, Q(0) = Q(4) = 0, on peut factoriser Q par X(X − 4). Il existe donc un unique
polynôme P ∈ R2[X] tel que Q = WP

∀Q ∈ E, ∃ !P ∈ R2[X] / Q = φ(P ) : φ est une bijection de R2[X] sur E

φ est un isomorphisme de R2[X] sur E

3)

Il en résulte que (φ(1), φ(X), φ(X2)) est une base de E puisque (1, X,X2) est une base
de R2[X].

La famille (W,WX,WX2) est une base de E : dimE = 3

4−a)
Soit P = aX2 + bX + c ∈ R2[X] ;

∆(P ) = a(X + 1)2 + b(X + 1) + c− aX2 − bX − c = 2aX + (a+ b) = a(2X + 1) + b.

On remarque que ∆(1) = 0, ∆(X) = 1 et ∆(X2) = 2X + 1, donc
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∆(aX2 + bX + c) = a∆(X2) + b∆(X) + c∆(1). Ceci prouve que ∆ est linéaire et, puisque
∆(P ) ∈ R2[X], on conclut

L’application ∆ appartient à L(R2[X])

4−b)
D’après le calcul précédent,

deg(P ) = 2 =⇒ deg(∆)(P ) = 1 car a ≠ 0 ; deg(P ) = 1 =⇒ deg(∆)(P ) = 0 car a = 0 et b ≠ 0. ;
deg(P ) = 0 =⇒ ∆(P ) = 0 (polynôme nul), donc deg(∆)(P ) = −∞.

4−c)
P ∈ Ker∆ ⇐⇒ a = 0 et a+ b = 0 ⇐⇒ a = b = 0 ⇐⇒ P = c où c est indéterminé.

Ker(∆) = R0[X]

D’après le cours,

Im∆ = vect(∆(1),∆(X),∆(X2)) = vect(0, 1, 2X + 1) = vect(1, 2X + 1) = vect(1, X) = R1[X].

Im∆ = R1[X] : dim Im∆ = 2 (on s’y attendait avec le théorème du rang).

Ker∆ = R0[X] et Im∆ = R1[X]

4−d)
Soit P = aX2 + bX + c un polynôme quelconque de R2[X] ;

∆(P ) = 2aX + a+ b ; ∆2(P ) = 2a ; ∆3(P ) = 0.

∆3 = 0, endomorphisme nul de L(R2[X])

5−a)
φ est un isomorphisme de R2[X] sur E, donc φ−1 est un isomorphisme de E sur R2[X] ;
par suite

φ−1 va de E sur R2[X] ; ∆ va de R2[X] dans R2[X] ; φ va de R2[X] dans E.

f = φ ◦∆ ◦ φ−1 est bien un endomorphisme de E ; rappelons : φ−1 ◦ φ = IdR2[X]
.

f ◦ f ◦ f = (φ ◦∆ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦∆ ◦ φ−1) ◦ (φ ◦∆ ◦ φ−1)
= φ ◦∆ ◦ (φ−1 ◦ φ) ◦∆ ◦ (φ−1 ◦ φ) ◦∆ ◦ φ−1 par associativité
= φ ◦∆ ◦ IdR2[X]

◦∆ ◦ IdR2[X]
◦∆ ◦ φ−1

= φ ◦∆ ◦∆ ◦∆ ◦ φ−1

= φ ◦ 0 ◦ φ−1

f ◦ f ◦ f = 0

5−b)
Soit (W,WX,WX2) la base de E donnée par la question 2). On a :

W = φ(1), WX = φ(X), WX2 = φ(X2) ce qui équivaut à

1 = φ−1(W ), X = φ−1(WX), X2 = φ−1(WX2).
f(W ) = (φ ◦∆ ◦ φ−1)(W ) = φ ◦∆(φ−1(W )) = φ ◦∆(1) = φ(0) = 0
f(WX) = (φ ◦∆ ◦ φ−1)(WX) = φ ◦∆(φ−1(WX)) = φ ◦∆(X) = φ(1) = W
f(WX2) = (φ ◦∆ ◦ φ−1)(WX2) = φ ◦∆(φ−1(WX2)) = φ ◦∆(X2) = φ(2X) = 2WX

Or Im f = vect(f(W ), f(WX), f(WX2)) = vect(0,W,WX) = vect(W,WX)

La famille (W,WX) est libre car extraite de la base (W,WX,WX2) de E. C’est une
base de Im f .

D’après le théorème du rang, puisque dimE = 3 (voir I−3)), dimKer f = 1 Or, le
vecteur W appartient à Ker f , il est non nul, il en forme donc une base.

Im f = vect(W,WX) ; dim Im f = 2 ; Ker f = vect(W ) ; dimKer f = 1
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