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ANNALES DE MATHEMATIQUES

EDHEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

EXERCICE 1

1−a)
La fonction f est dérivable comme quotient de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s’annule pas.

∀x > 0, f ′(x) = − (x+ 1)e−x

x2 < 0

lim
x→0+

e−x

x = +∞ car e−x → 1 et x→ 0+ ; lim
x→+∞

e−x

x = 0 sans problème.

x 0 +∞

f +∞ ↘ 0

1−b)
Il apparâıt que ∀x > 0, f(x) > 0.

Une récurrence immédiate montrera que ∀n ∈ N, un existe et un > 0.

2)

On a u5 ≤ 10−4 et u6 ≥ 105.

On peut conjecturer que lim
n→+∞

u2n+1 = 0 et lim
n→+∞

u2n = +∞.

3−a)
La fonction g est dérivable sans problème sur R+.

∀x ∈ R+, g′(x) = −e−x − 2x < 0. La fonction g est strictement décroissante.

Tableau de variations :

x 0 +∞

g 1 ↘ −∞

3−b)
La fonction g est strictement décroissante, continue sur R+ ; elle réalise donc une
bijection de R+ sur son image ]−∞, 1]. Il existe un unique α ≥ 0 / g(α) = 0⇐⇒ e−α = α2.

Il est clair, d’après cette égalité, que α ≠ 0. Par suite e−α

α = α.

Il existe un unique réel α > 0 tel que f(α) = α
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3−c)

D’après le tableau de variations de g, α < 1 car g(1) = 1
e − 1 = 1− e

e < 0.

g(1e ) = e−
1
e − 1

e2
= e2−

1
e − 1
.e2

> 0. Donc α > 1
e
.

1
e < α < 1

4−a)

u0 = 1, u1 = 1
e , u2 = e−

1
e

1
e

= ee−
1
e = e1−

1
e .

−1
e + 1 > 0 =⇒ e1−

1
e > 1, donc u2 > u0.

u2 > u0 =⇒ u3 < u1

On a bien u2 > u0 et u3 < u1

4−b)
f décroissante implique f ◦ f croissante. Or u2n+2 = f ◦ f(u2n) et u2n+1 = f ◦ f(u2n−1). Il
s’ensuit que

les suites u(2n)n≥0 et (u2n+1)n≥0 sont monotones.

5−a)

∀x > 0, h(x) = e−f(x)

f(x)
=

exp(−e−x

x )

e−x

x

= xex exp(−e−x

x ) = x exp(x− e−x

x )

= x exp(−g(x)
x )

∀x > 0, h(x) = x exp(−g(x)
x ) ; donc x > 0 =⇒ h(x) > 0

lim
x→0+

g(x) = 1, donc lim
x→0+

(−g(x)
x ) = −∞. Il en résulte que lim

x→0+
exp(−g(x)

x ) = 0 et par

suite lim
x→0+

h(x) = 0.

La fonction h est continue en 0 ; elle l’est sur R+

5−b)
x = 0 est une solution de l’équation h(x) = x.

x > 0, h(x) = x ⇐⇒ x exp(−g(x)
x ) = x

⇐⇒ exp(−g(x)
x ) = 1

⇐⇒ g(x)
x = 0

⇐⇒ g(x) = 0

L’équation h(x) = x admet deux solutions : x = 0 et x = α > 0

5−c)
u3 < u1 (d’après la question 4−a) implique que la suite (u2n+1)n≥0 est décroissante
puisqu’elle est monotone. De plus u2n+1 > 0 d’après la question 1−b).
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Par le théorème des suites monotones bornées, la suite (u2n+1) est convergente vers
un réel ℓ ≥ 0, solution, par continuité de h sur R+, de l’équation h(x) = x.

∀n ∈ N, u2n+1 ≤ u1. Or u1 = 1
e < α. Par suite, ∀n ≥ 0, u2n+1 < 1

e < α. La suite (u2n+1) ne

peut pas converger vers α.

La suite (u2n+1)n≥0 converge vers 0

5−d)
Si la suite (u2n) converge, sa limite est 0 ou α. Or u2 > 1 > α ; par croissance de la
suite, ∀n ≥ 1, u2n > 1. La suite ne peut pas converger. Comme la suite est croissante,

La suite (u2n) a pour limite +∞

EXERCICE 2

1−a)

Un calcul facile donne (f − Id)2 + f ◦ (2 Id−f) = Id

1−b)
C’est une conséquence immédiate de l’égalité précédente.

1−c)
∀x ∈ Rn, x = (f − Id)2(x) + (f ◦ (2 Id−f))(x).
f(f − Id)2(x) = 0 d’après l’hypothèse, donc (f − Id)2(x) ∈ Ker f ;

(f ◦ (2 Id−f))(x) = f(2 Id−f)(x) ∈ Im f . Conclusion

∀x ∈ Rn, x ∈ Ker f + Im f ; cela prouve que Rn ⊂ Ker f + Im f : d’où l’égalité

Rn = Ker f + Im f .

Soit x ∈ Ker f ∩ Im f ; il existe t ∈ Rn / x = f(t) et f(x) = 0.

Or f ◦ (f − Id)2 = 0⇐⇒ f3 − 2f2 + f = 0.

f(x) = 0 et x = f(t) =⇒ f2(t) = 0 ; donc f3(t) = 0, donc f(t) = −f3(t) + 2f2(t) = 0. Par
suite x = 0.

Conclusion : Ker f ∩ Im f = {0}

Rn = Ker f + Im f et Ker f ∩ Im f = {0} ⇐⇒ Rn = Ker f ⊕ Im f

2−a)
Si P (X) existe, il est de degré 1. Cherchons P (X) sous la forme P (X) = aX + b avec
a ≠ 0.

1
4
(X − 1)(X − 4) +X(aX + b) = 1⇐⇒

 a = −1
4

5
4

= b

P (X) = 1
4
(−X + 5)

2−b)

On a obtenu que Q(X) = 1
4
(X−1)(X−4)+ 1

4
X(−X+5)−1 est un polynôme annulateur

de f .
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