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ESSEC VOIE S 2016 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

ESSEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PARTIE I : étude de la fonction φ

1)

x ̸∈ Z, donc x ≠ 0. un(x) ∼
(+∞)

2x 1
n2
.

Par le critère de Riemann, la série de terme général 1
n2 converge (2 > 1), donc la série

de terme général 2x 1
n2 converge. Par équivalence des séries de signe constant,

la série
∑

un(x) converge pour tout x ̸∈ Z

2−a)
∀x ∈ D, −x ∈ D ; de plus un(−x) = −un(x) de manière évidente, donc φ(−x) = −φ(x)

La fonction φ est impaire

2−b)

1
n− x − 1

n+ x =
n+ x− (n− x)

(n+ x)(x− x)
: 1

n− x − 1
n+ x = 2x

n2 − x2

2−c)

un(x+ 1) = 1
n+ (x+ 1)

− 1
n− (x+ 1)

= 1
n− 1− x

− 1
n+ 1 + x

. Notons Sn(x) =

n∑
k=1

un(x).

Sn(x+ 1) =

n∑
k=1

( 1
k − 1− x

− 1
k + 1 + x

) =

n∑
k=1

1
k − 1− x

−
n∑

k=1

1
k + 1 + x

dans la première somme, on pose j = k − 1 et j = k + 1 dans la seconde

=

n−1∑
j=0

1
j − x

−
n+1∑
j=2

1
j + x

= − 1
x +

n∑
j=1

1
j − x

− 1
n− x − (

n∑
j=1

1
j + x

− 1
1 + x

+ 1
n+ 1 + x

)

= − 1
x + 1

1 + x
− 1

n− x − 1
n+ 1− x

+

n∑
j=1

1
j − x

−
n∑

j=1

1
j + x

= − 1
x + 1

1 + x
− 1

n+ 1− x
− 1

n− x +

n∑
j=1

(
1

j − x
− 1

j + x

)
= − 1

x + 1
1 + x

− 1
n+ 1− x

− 1
n− x + Sn(x)
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On prend la limite quand n → +∞.

lim
n→+∞

Sn(x+ 1) = − 1
x + 1

1 + x
− 1

n+ 1− x
− 1

n− x + lim
n→+∞

Sn(x) ⇐⇒
+∞∑
n=1

uk(x+ 1) = − 1
x + 1

1 + x
+

+∞∑
k=1

uk(x)

−φ(x+ 1) + 1
x+ 1

= − 1
x + 1

1 + x
− φ(x) + 1

x d’après la définition de φ

∀x ∈ D, φ(x+ 1) = φ(x)

3−a)

L’existence de
+∞∑
n=2

2x
n2 − x2 a été établie en 1) sur D.

Pour x = 0, 2x
n2 − x2 = 0, la série est convergente. Pour x = 1 elle l’est également à

partir de n = 2.
+∞∑
n=2

2x
n2 − x2 existe sur D ∪ {0, 1}

3−b)
Pour x ∈ D,

φ(x) = 1
x −

+∞∑
n=1

(
1

n− x − 1
n+ x

)
d’après 1−b)

= 1
x −

(
1

1− x
− 1

1 + x
+

+∞∑
n=2

( 1
n− x − 1

n+ x )
)

∀x ∈ D, φ(x) = 1
x − 1

1− x
+ 1

1 + x
− g(x)

3−c)

• g(x+ h)− g(x) =

+∞∑
n=2

(
1

n− x− h
− 1

n+ x+ h

)
−

+∞∑
n=2

(
1

n− x − 1
n+ x

)
=

+∞∑
n=2

(
1

n− x− h
− 1

n+ x+ h
− 1

n− x + 1
n+ x

)
=

+∞∑
n=2

(
1

n− x− h
− 1

n− x + 1
n+ x − 1

n+ x+ h

)
=

+∞∑
n=2

(
h

(n− x− h)(n− x)
+ h

(n+ x+ h)(n+ x)

)
g(x+ h)− g(x) = h

+∞∑
n=2

(
1

(n− x− h)(n− x)
+ 1

(n+ x+ h)(n+ x)

)
• 0 ≤ x ≤ 1 ⇐⇒ −1 ≤ −x ≤ 0 ⇐⇒ n− 1 ≤ n− x ≤ n.

−1
2
≤ h ≤ 1

2
⇐⇒ −1

2
≤ −h ≤ 1

2
, ce qui implique n− 3

2
≤ n− x− h ≤ n+ 1

2
.

Comme il s’agit d’inégalités entre nombres > 0, on peut les multiplier termes à
termes, ce qui donne 0 < (n − 1)(n − 3

2
) ≤ (n − x)(n − x − h) ≤ n(n + 1

2
), soit, par la

décroissance de la fonction t 7→ 1
t
sur R∗

+,

1

n(n+ 1
2
)
≤ 1

(n− x)(n− x− h)
≤ 1

(n− 1)(n− 3
2
)

(3c1)
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Le même raisonnement donnera
1

(n+ 1)(n+ 3
2
)
≤ 1

(n+ x)(n+ x+ h)
≤ 1

n(n− 1
2
)

(3c2)

Or n > n− 1 > 0 et n− 1
2
> n− 3

2
> 0 pour n ≥ 2 implique n(n− 1

2
) > (n− 1)(n− 3

2
) > 0.

Donc 1

n(n− 1
2
)
≤ 1

(n− 1)(n− 3
2
)

L’encadrement (3c2) devient
1

n(n+ 1
2
)
≤ 1

(n− x)(n− x− h)
≤ 1

(n− 1)(n− 3
2
)

(3c3)

Par addition de (3c1) et (3c3), on obtient
1

(n+ x)(n+ x+ h)
+ 1

(n− x)(n− x− h)
≤ 2. 1

(n− 1)(n− 3
2
)

La série de terme général 1

(n− 1)(n− 3
2
)
est convergente car positive et équivalent à

1
n2
. On peut donc sommer

+∞∑
n=2

(
1

(n− x− h)(n− x)
+ 1

(n+ x+ h)(n+ x)

)
≤

+∞∑
n=2

2. 1

(n− 1)(n− 3
2
)

On remarque que 1
(n− x− h)(n− x)

+ 1
(n+ x+ h)(n+ x)

est positif d’après les en-

cadrements précédents, donc

|g(x+ h)− g(x) | =
∣∣∣h +∞∑

n=2

(
1

(n− x− h)(n− x)
+ 1

(n+ x+ h)(n+ x)

)∣∣∣
|g(x+ h)− g(x) | ≤ |h |

+∞∑
n=2

∣∣∣( 1
(n− x− h)(n− x)

+ 1
(n+ x+ h)(n+ x)

)∣∣∣
|g(x+ h)− g(x) | ≤ |h |

+∞∑
n=2

(
1

(n− x− h)(n− x)
+ 1

(n+ x+ h)(n+ x)

)
|g(x+ h)− g(x) ||h |C ≤ 2|h |

+∞∑
n=2

(
1

(n− 1)(n− 3
2
)

)

∀x ∈ [0, 1], ∀h ∈ ]− 1
2
, 1
2
[, |g(x+ h)− g(x) | ≤ |h |C avec C = 2

+∞∑
n=2

(
1

(n− 1)(n− 3
2
)

)

3−d)

Faisons tendre h vers 0 ; on est donc en droit de le supposer dans ]− 1
2
, 1
2
[.

lim
h→0

|h |C = 0 implique, par l’encadrement précédent, lim
h→0

|g(x+ h)− g(x) | = 0. Cela veut

dire lim
h→0

g(x+ h) = g(x).

Si l’on pose t = x+ h, on a

∀x ∈ [0, 1], lim
t→x

g(t) = g(x) ; la fonction g est continue sur [0, 1]

φ(x) = 1
x − 1

1− x
+ 1

1 + x
+ g(x) sur D. Donc φ est continue sur ]0, 1[. De plus, comme

φ est de période 1, elle est continue sur tous les intervalles de la forme ]k, k + 1[ avec
k ∈ Z.
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