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Notations et objectifs :

Dans tout le probléme, E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [O, 1] et

a valeurs réelles.

. . 1 — 2x e n-1 X
Sous réserve d existence, on note QX —"Z“‘z‘-—? et VixE Z('—l) T
X =) B —X n=l n —Xx

Le but du probléme est d'obtenir, a I'aide des fonctions ¢ et y/, des expressions des fonctions sin, —
sin

cos L e s . -
et — comme somme de séries ou produit infini (On parle de développements eulériens).
sin

Plus précisément, dans la partie |, on étudie les premiéres propriétés de la fonction ¢ ; dans la seconde

partie, on introduit et on étudie l'opérateurT défini sur E par: Vfek, Vxe[O,l],

[T =f(§) ¥ f(i‘—_}l]

P . . COS . . . . .
On en déduit une expression de la fonction ——, puis, dans la partie Ill, de la fonction sinus. Enfin, dans
sin

. . i i . 1
la partie IV, I'étude de la fonction i permet d’obtenir une expression de — .
sin

Tournez la page S.V.P.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.


Extrait de document
Ce document est un extrait gratuit du document original. Le document original est réservé aux abonnés Klubprépa et contient 23 pages


Partie | : Etude de la fonction ¢ .

/,.

Ve

/1 Montrer que, pour tout nombre réel x qui n’est pas un entier relatif, la série de terme général

u,(x)=

n —x?
Dans la suite, on notera D I'ensemble des nombres réels qui ne sont pas des entiers relatifs,
La fonction ¢ est donc définie sur D.

est convergente.

2- Imparité et périodicité de ¢ :
9/ Justifier que ¢ est impaire.

S T 2
l;/ Vérifier que pour x dans D¢ — x 11 )

w-x* n-x n+x
¢- Montrer que pour x dans D : ¢(x+1)=¢)(x).

La fonction ¢ est donc périodique de période 1.

3- Continuité de ¢ :
- Justifier pour x dans 'ensembie DU{O,I} I'existence de :

g(x)= i — ~+f,( 1 )

S\ H—X Cnex

7/Venf|er que: Vxe D, p(x)= ————-——+—-—g(x).
x

7
7

¢ Soit 4 un nombre réel de }—%,—H, montrer que : Vxe[O,l], lg(x+h)——g(x)l.<_C[h| ol

c=5—2

=G

d- En déduire que g est continue sur [O,l] puis que @ est continue sur ]O,l[.

La fonction ¢ est donc continue sur D.

4- Etudede penOetenl:
a/ Montrer que : (x) ~ 1 que : lim ¢(x)_l =0.
/ x>0 x x-30 X

/

Z Obtenir des résultats similaires lorsque x tend vers 1.

Partie ll: Etude de 'opérateur 7

On rappelle que E désigne I'espace vectoriel réel des fonctions continues sur le segment [O, l] eta

valeurs réelles.

T est 'application définie sur E par: Vf e E, Vxe [0,1], [T(NHIx) :f(g.)+f(f_§.l_]

2/6

Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



On note, pour tout entier naturel &, e, I'élément de E défini par: Vx e [0,1], e, (x) = x* et pour tout

entier naturel 7, F, le sous espace vectoriel de E dont une base est B, = (e, )
/S

5- Vérifier que T est un endomorphisme de E.

kefo,n] *

6- Etudede 7 sur F, :
a- Vérifierque: Vf e F,, T(f)eF,.
On note T, I'endomorphisme de F, définipar: Vf e F,, T,(f)=T(f).

//

B¢ Déterminer la matrice de T, dans la base B, .

/Z— Quelles sont les valeurs propresde 7, ? 7 est-il diagonalisable ?

7- Etude du noyau de 'endomorphisme (T —2.id, ) :
# Montrer que Ker (T - 2.dy) nest pas réduit 3 {0,} .

Soit fun élément de Ker (T —2.id,).Onnote m = fgéﬂl]f(x) et M = ?el[%,)ﬁf(x) . On fixe x, dans

[0,1] tel que m= f(x,) et x; dans [0,1] tel que M = f(x,).

b

Montrer que : f(%j =m.

c- Endéduireque: VneN, f(%):m.

d- En déduire que: m =f(0).

e- Faire une étude similaire pour M.
f- Montrer alors que f est constante.

8- Etude de la fonction cot :
cos(zx
Pour tout x dans I'ensemble D, on note cot (x) = 7:——-—(——l
sin(7x)

a- Vérifier que cot est définie et continue sur D, qu’elle est impaire et périodique de période 1.

1 1 n’
b- Montrer que : cot(x) ~ — etque: cot(x)~— ~ ——x.
-0y xx0 3
c- Pbtenir des résultats similaires lorsque x tend vers 1.
. . x x+1
- Démontrer que, pour tout nombre réel x dans D,ona: —2— eD, —2——— eD

et cot (%J +cot [%—1] =2cot(x).

9- Calculde ¢ :

a- Vérifier que, pour tout nombre réel x dans D, ¢(32€) + (',9(_’_5_5_1) =2p(x).
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b- Montrer que @ —cot se prolonge par continuité sur [0,1].
c- Démontrer alors que ¢ = cot.

cos(;'rx) 1 i"‘: 2x
2

Autrementdit: Vxe D,
sm(n'x) x on-x

10- Premiére application :

.. l-xcot(x)
a- Déterminer lim ——————~.
x>0 2x
Pour tout nombre réel x dans ]0,1[, on pose &§(x)= i T —Z————
n=l n n=l n
b- Vérifier que |6 (x)— x’ <x* 1 |
1-x* o 2(n2 —l) .

c- En déduire que hmz .
=04 n’ ~x* n=1 1

d- Déterminer Z——

n=t 1
Partie lll: Développement eulérien de la fonction sinus

2
Pour tout n entier naturel non nul et tout nombre réel x dans [0,1[, on pose &, (x) = In(l ———Z—J et
n

B, (x) = gak (x) .

/
yi- Montrer que, pour tout nombre réel x dans [O,l[, la série Zan (x)converge. On note alors

/ n21
/ 40
L)L),

12- Explicitation de /3 : on fixe un nombre réel x dans }0,1[.

e o -2
a- Pour N entier naturel non nul, calculer jo ( —-2-—2-) dt enfonction de B, (x) |
/'i n=l n _t

’f b- "Justifier l'existence de J :((o(z‘)—%) dr .

j;(go(t)_;)dt” j(z 2 )dt

/dfﬁ En déduire que : B(x)= I§(¢J(t)—%)dt.

~ ¢- Montrer que:

e- Montrer alors que, pour tout nombre réel x dans ]O,l[, ﬁ(x) = ln[
X

4/6

Extrait gratuit de document, le document original comporte 23 pages.



“4# - ﬁ.‘wq\‘——Al

\
l

n 2
x
13- Pour tout nombre réel x et pour tout entier naturel non nul n,onpose P (x) = mcl l (1 ——-—Z-J .
k=1

a- Montrer que, pour tout nombre réel x de [0,1], Ia suite (P (x est convergente,
n nzl

+00 2
Dans fa suite, on pose P(x)= li_)ril; (x) eton note: P(x)= szH(l —%—]
” n=1 n

/

/

¢ Vérifier que, pour tout nombre réel x de [0,1], P(x)=nmxexp ( B (x)) =sin(7x).
/:1- Montrer que la suite (P" (x))m est en fait convergente pour tout nombre réel x . On note encore

P(x)= lim P,(x)
A—>4e0
d- Soient n un entier naturel non nul et x un nombre réel dans ]—n,n[, montrer gque
n+l+x
%(x—*—l):—( )P (x)

e En déduire que, pour tout nombre réel x : P(x+1)=~P(x). Vérifier alors que P est 2-

périodique surR .

f-  Montrer alors que, pour tout nombre réel X, P(x) = sin(zrx).

. e x*
Finalement, on obtient ainsi : Vxe R, sin(7x) = x| | (1 -= .
n=1 n

Partie IV: Un autre développement du sinus

Dans cette partie, pour tout entier naturel non nul » et pour tout nombre réel x dans D{J {O} , On pose

A, (x) I cos(xt)cos(nt)dt et v (%) =(-

n—1

/4/ Montrer que, pour tout nombre réel x dans DU{O} la série de terme général v, (x) est
o convergente,

Lgxf‘c'inction y est donc définie sur DUJ { 0} .

e

e

15 Montrer que, pour tout entier naturel non nul »n et pour tout nombre réel x dans DU{O}

3, (x) = (1) xsm(ﬂx)

x

=sin(zx)v,(x). Pour cela, on pourra utiliser sans la démontrer Ia

formule trigonométrique cosacosb = %(cos(a +b)+cos (a- b)) .

n
16- Pour tout nombre réel t et tout entier naturel non nul 7, on pose C, (1) = cos(kt).
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. sin((2n+1) —;-) |

a- Vérifier que lorsque ¢ n’est pas de la forme 2pz,peZ, C,(t) = 3 +5 -
sin| —
5)

b- Expliciter C, (t) lorsque ¢ s’écrit 2pxr avec p dans Z.

c- Donnerlavaleurde I, = I: C,(t)dr.

17- Soit F une fonction de classe C'sur {O, 7z], montrer, a l'aide d'une intégration par parties, que:
. ™ . t
nlilg (_"0 F(1) s1n((2n+1)5J dt) =0.
18- Pour x élément de D, on définit la fonction @, sur [O,ﬂ'] par:
cos(xt)-1

o, (1) = sm@
0 sit=0

a- Montrer que @ estde classe C Tsur [0, 75].

site ]0,7]

b- Vérifier que :
vt e[0,7], C,(r)(cos(xt)-1)= --—;—(cos(xt)—l)—i—%d)x (1) sin((2n+1)—;—) .

¢- Endéduire que :

VneN', VxeD, iﬂ%(x)=—_l.§l_n_(ﬁ).+£+_l_-"
k=1

0

S ”(I)x(t)sin((2n+1)%)dt+ln.

19- Application :
a- Démontrer, a I'aide des questions précédentes que, pour tout x élémentde D,
1sin(zx) =z
__—___+ o—

l//(x)sin(ﬂx)z——z— . 5

ju 1 4 (_l)n—l
b- Endéduire que, pour tout x élémentde D, ———= ~+2xz R
x
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CORRIGE

PARTIE I : étude de la fonction ¢
1)

x &7, donc x #0. up(x) ~ 23:%-
(o00) N

Par le critere de Riemann, la série de terme général % converge (2 > 1), donc la série
n

de terme général Qx% converge. Par équivalence des séries de signe constant,
n

la série " u,(z) converge pour tout x ¢ Z

2-a)

Vo € D, —z € D ; de plus u,(—2z) = —u,(z) de maniere évidente, donc ¢(—z) = —¢(z)

La fonction ¢ est impaire

2-b)
1 1 _nt+trx—(m-2) 1 1 _ 2
n—xz n+zr  (n+z)(z—z) n—x n+x  p2_ g2
2-c)
1 1 1 1
1) = - = - - Noton
@t D) = T T D) n—l-s  nlga L otons S Z“”
Sule+1) _kzl(k—l—x i) Z:k Zk+1+x
dans la premiere somme, on pose j =k — 1 et j =k+1 dans la seconde
n—1 n+1
= g
jzoj—l‘ j:2]+x
ol 11~ 1 1
- I+le—m n—=x (Z]+m 1—|—m+n—|—1—|—x)
J= Jj=1
1,111 ~ 1« 1
BRI P n+1—x+zlj—x le—i-x
J= J=
1, 1 11 —~/ 1 1
B $+1—|—m n+l—x n—erZl(j—x j+m>
j:
_ 1 1 1 1
= rt{i7 nri -z n,x‘FSn(ﬂU)
page 1 Jean MALLET (©) EDUKLUB SA
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On prend la limite quand n — +oo.

: _ 1 1 1 1 .
nll)l}rloosn(x-‘rl) = CB+1+:E PSS p— n_x-i-nglfoosn(x)(:)

+o0 too
Dou(atl) =g Y w)
n=1 k=1
—p(z+1) + x—lk T = —% +1 Jlr ——p(z) + % d’apres la définition de ¢
Ve e D, plez+1)=p(z)
3-a)
+oo
L'existence de Y~ 2% a été établie en 1) sur D.
neo nT—x

Pour z = 0, % = 0, la série est convergente. Pour 2 = 1 elle 'est également a
nT—x

partir de n = 2.

400
2x :
existe sur DU {0,1
;n2_x2 {01}
3-b)
Pour z € D,
+oo
1 1 1 N
o(x) :Efz<n—x7n+x) d’apres 1-b)
=1
1 . 1 R VIR 1
T 1fx_1+x+z(n—w_n+x))
n=2
_ 1 1 1
Vz €D, o(z) = 3 1—x+1+$ g(z)
3-c)

o geth)-gl@) =Y

(
(
( 1 1, 1 1 )
(

h h
(n—xz—h)(n—2x) * (n+z+h)(n+x))

1 1
g(x+h)_g(x):hEQ((n—x—h)(n—x) + (n+x—|—h)(n—|—x))

o <2<l -1<—2<0<«=n-1<n—z<n.

1 1 1 1 i impli _3 o 1
—§§h§§<:>—§§—h§2,ceqmlmphquen gS<n-—zx h§n+2
Comme il s’agit d’inégalités entre nombres > 0, on peut les multiplier termes a
termes, ce qui donne 0 < (n — 1)(n — %) <(n—-z)(n—xz—-h) <nn+ %), soit, par la
décroissance de la fonction ¢ — % sur R*,

1 1 1
< < (3cl)
n(n+i) - (=a)n—z—h) = 1) - 3)
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Le méme raisonnement donnera

1 ) ! 3¢2
(n+1)(n+%)§(n+x)(n+x+h)§n(n_%) (3¢2)

Orn>n-1>0cet nfl>nf§>0pourn221mp1iquen(nf%)>(n71)(n7%)>0.

2 2
1 1
n(n—3)  (n—1)(n-3)

Donc

\V]

L’encadrement (3c2) devient

1 < 1 < 1 3c3
nn+3)  (M=2)m—r=h) 7 _1)n-3) (3c3)
Par addition de (3cl) et (3c3), on obtient
1 1 1
A anrath) D2 —h = m_3)
2
La série de terme général ( )1( 3) est convergente car positive et équivalent a
n—1)(n—-35
2
#- On peut donc sommer
400 1
nz_:z((nxh)(nz)—’—(n+x+h n+aj) ZQ (n— 1)( %)
1 1

est positif d’apres les en-

On remarque que —z-Rmn-o  htzthn+a)

cadrements précédents, donc

+o0
9@+ h) - g(2)] - ’hz ((n—x—lh)(n—x) + (n+$+1fb)(”+$)>‘
l9(z + h) — g(z)| <‘h|Z‘< n—x)+(n+x—|—1il)(n+x))’

lg(z+ h) —g(z)] S\MZ(n_x_ (n_g;)+(n+x+1h)(n+x)>

|9(z 4+ h) = g(z)|[R]C <2[h]
Z( n—l)(n—§>)
11 i”( 1 )
Ve e[0,1], Vhe]|— 5,5 |glz+h)—g(z)| <|h|C avec C =2 R —

2'2 S n—-Dn-3)
3-d)
Faisons tendre h vers 0 ; on est donc en droit de le supposer dans | — %, %[

0. Cela veut

lim |h|C = 0 implique, par I'encadrement précédent, lim lg(xz +h) —g(x)| =
— —
dire lim g(z + h) = g(z).

h—0

Si l'on pose t =z + h, on a

Va € [0,1], lim g(t) = g(x) ; la fonction g est continue sur [0, 1]

o(x) = % - ﬁ + 141—95 + g(z) sur D. Donc ¢ est continue sur ]0,1[. De plus, comme

¢ est de période 1, elle est continue sur tous les intervalles de la forme ]k, k + 1] avec
keZ.
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