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ANNALES DE MATHEMATIQUES

ESSEC MATH III VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Partie I : définition et propriétés de la ” Value at Risk ”

1)

FX est une bijection de IX sur ]0, 1[ ; β appartient à ]0, 1[, il admet donc, par FX , un
unique antécédent appartenant à IX .

∃ ! v ∈ IX / FX(v) = β ⇐⇒ ∃ ! v ∈ IX / v = F−1
X (β) = GX(β)

∀β ∈ ]0, 1[, ∃ ! rβ(X) ∈ IX / rβ(X) = GX(β) ⇐⇒ FX(rβ(X)) = β

2−a)

∀x ∈ R, FX(x) =

{
0 si x ≤ 0
1− exp(−λx) si x ≥ 0

2−b)
• FX est une bijection strictement croissante de ]0,+∞[ sur son image

] lim
x→0

FX(x), lim
x→+∞

FX(x) =]0, 1[ : IX =]0,+∞[.

FX est de classe C1 sur IX .

• X admet une espérance ; d’après le cours E(X) = 1
λ
.

X appartient à D
Soit β ∈ ]0, 1[ et v > 0.

FX(v) = β ⇐⇒ 1− exp(−λv) = β ⇐⇒ exp(−λv) = 1− β > 0
⇐⇒ −λv = ln(1− β) par bijection de la fonction ln

⇐⇒ v = − 1
λ
ln(1− β)

∀β ∈ ]0, 1[, rβ(X) = − 1
λ
ln(1− β)

3−a)
i) ∀x ∈ R, Φ′(x) = φ(x) > 0. Donc Φ est une bijection strictement croissante de R
sur son image ] lim

x→−∞
Φ(x), lim

x→+∞
Φ(x)[= ]0, 1[ : IX = R.

ii) ∀x ∈ R, FX(x) = P (X ≤ x). D’après le cours, X ′ = X −m
σ est la variable centrée,

réduite, associée à X ; elle suit donc la loi normale N (0, 1) ; on a X = σX ′ +m.
FX(x) = P (σX ′ +m ≤ x) = P (σX ′ ≤ x−m)

= P (X ′ ≤ x−m
σ ) car σ > 0

∀x ∈ R, FX(x) = Φ(x−m
σ )
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ii) L’application x 7→ x−m
σ est de classe C1 sur R et à valeurs dans R. L’application

Φ est classe C1 sur R (sa dérivée est φ de classe C∞ d’ailleurs). Par composition,
l’application x 7→ Φ(x−m

σ ) est de classe C1 sur R.

∀x ∈ R, F ′
X(x) = 1

σΦ
′(x−m

σ ) = 1
σφ(

x−m
σ ) > 0. L’application FX est strictement

croissante sur R.
Elle réalise une bijection de R sur son image ] lim

x→−∞
Φ(x−m

σ ), lim
x→+∞

Φ(x−m
σ )[= ]0, 1[.

En effet,

lim
x→−∞

x−m
σ = −∞ car σ > 0, donc lim

x→−∞
Φ(x−m

σ ) = 0.

lim
x→+∞

x−m
σ = +∞ car σ > 0, donc lim

x→+∞
Φ(x−m

σ ) = 1.

IX = R ; de plus X admet une espérance : E(X) = m d’après l’énoncé

X appartient à D
∀β ∈ ]0, 1[, rβ(X) = v ⇐⇒ FX(v) = β ⇐⇒ Φ(v −m

σ ) = β

⇐⇒ v −m
σ = Φ−1(β) donc

⇐⇒ v = m+ σΦ−1(β)

∀β ∈ ]0, 1[, rβ(X) = m+ σΦ−1(β)

3−b)
D’après le théorème de stabilité pour les variables gaussiennes, indépendantes, X+Y
suit la loi normale N (m+ µ, s2 + σ2)

Le point précédent donne, rβ(X + Y ) = m+ µ+
√
s2 + σ2Φ−1(β)

3−c)
rβ(X + Y ) ≤ rβ(X) + rβ(Y ) ⇐⇒ m+ µ+

√
s2 + σ2Φ−1(β) ≤ m+ µ+ (s+ σ)Φ−1(β)

⇐⇒
√
s2 + σ2Φ−1(β) ≤ (s+ σ)Φ−1(β)

Remarquons que
√
s2 + σ2 < (s+ σ). En effet,

√
s2 + σ2 < (s + σ) ⇐⇒ s2 + σ2 < (s + σ)2 puisque la fonction carrée est strictement

croissante sur R+.

Donc s2 + σ2 < (s+ σ)2 ⇐⇒ s2 + σ2 < s2 + σ2 + 2sσ ⇐⇒ 2sσ > 0 ce qui est toujours vrai.

Par suite,
√
s2 + σ2Φ−1(β) ≤ (s+ σ)Φ−1(β) ⇐⇒

(√
s2 + σ2 − (s+ σ)

)
Φ−1(β) ≤ 0 ⇐⇒ Φ−1(β) ≥ 0.

Or l’application Φ est strictement croissante, donc Φ−1(β) ≥ 0 ⇐⇒ β ≥ Φ(0) ⇐⇒ β ≥ 1
2
.

rβ(X + Y ) ≤ rβ(X) + rβ(Y ) ⇐⇒ β ∈ [ 1
2
, 1[

4−a)
Y = X + c. Posons v = rβ(Y ).

FY (v) = β ⇐⇒ P (Y ≤ v) = β ⇐⇒ P (X + c ≤ v) = β
⇐⇒ P (X ≤ v − c) = β ⇐⇒ v − c = rβ(X)

rβ(X + c) = c+ rβ(X)

4−b)
Z = λX avec λ > 0. Posons w = rβ(Z)
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