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La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans 'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est
interdite. Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée,

Si au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui Iui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et
poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené & prendre.

On g’intéresse dans ce probléme & deux mesures du risque utilisées par les marchés financiers.

Pour cela, on considére des variables aléatoires sur un espace probabilisé (£2, A, P) qui modélisent des pertes
financiéres subies par des acteurs économiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires définies dans ce probléme sont des variables aléatoires sur cet
espace probabilisé.

" Soit D l'ensemble des variables aléatoires réelles & densité X vérifiant :
* X admet une espérance, notée E(X). :
¢ Il existe un intervalle Ix (dont on admet I'unicité) sur lequel la fonction de répartition de X, notée Fy,
réalise une bijection de classe C! strictement croissante de Ix sur |0, 1.
On note Gx la bijection réciproque, définie de )0, 1] sur Ix. Les notations Fiy et Gx seront utilisées
dans tout le sujet.

Dans tout le probléme 3 est un réel appartenant & ]0, 1] et représentant un niveau de confiance.
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Partie I - Définition et propriétés de la « Value at Risk »
1. Soit X € D. Montrer qu'il existe un unique réel v tel que P([X < v]) = B, et que Pon a : v = Gx(f).

o On définit alors rg(X), appelé la « Value at Risk » au niveau de confiance 8 de X, par rg(X) = Gx(8) -
C’est une grandeur qui permet d’évaluer le risque pris par P'acteur qui détient l'actif dont les pertes
sont modélisées par X.

¢ On remarque que 73(X) est égale au capital minimal qu’il faut détenir pour étre en mesure
de couvrir les pertes de P’actif associé & X avec une probabilité égale 4 5.

2. On suppose que dans cette question que X est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de
paramétre A €]0, +00].

(a) Rappeler la valeur de Fx(z) pour tout réel .
(b) En déduire que X € D, et que 'on a rg(X) = -—% In(1 - B).

3. On suppose dans cette question que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
normale de paramétres m et o2 pour X, et de parameétres 4 et s pour Y.

On note ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et ¢ la densité usuelle de cette loi.

(a) i Justifier que ® réalise une bijection de R sur ]0,1[. On note ®~1 la bijection réciproque.
ii. Pour tout = € R, exprimer Fx(z) en fonction de @, m, o et z.
iii. En déduire que X € D et que rg(X) =m+ @ (B).
(b) Quelle est la loi de X +Y?
En déduire rg(X +Y) en fonction de m, i, 0,5 et B.
(c) Pour quels B €]0, 1] a-t-on rg(X +Y) <7p (X)+7a(¥)?
4. Soit X une variable aléatoire appartenant 3 D, ¢ un réel, et A un réel strictement positif.
On pose Y = X +c et Z = AX et on admet que Y et Z appartiennent & D.
(a) Montrer que ra(Y) = rg(X) +ec.
(b) Montrer que r(Z) = Arg(X).
5. Soit X et ¥ deux variables aléatoires appartenant & D et telles que pour tout w € Q, X(w) <Y(w).

(a) Comparer, pour tout réel z, Fx(z) et Fy(x).
(b) En déduire que r5(X) < ra(Y).

Partie II - Estimation de la valeur de rg(X)

Dans la pratique la loi de X n’est pas totalement connue et on a besoin d’avoir une idée assez précise de la
«Value at Risk » ne connaissant qu'un certain nombre de valeurs de cette variable.

On modélise cette situation en supposant, dans cette partie, que la loi de X dépend d’un paramétre 6 inconnu
appartenant & un sous-ensemble © de R ou R2, que r5(X) = g(8) ou g est une fonction définie sur © et que
pour tout § € ©, X € D.

On utilise aussi les hypothéses et notations suivantes :

o (Xi)k»1 est une suite de variables aléatoires réelles appartenant & D, mutuellement indépendantes, de
méme loi que X.

e pour tout w € Q et n € N*, on ordonne Xi(w), ..., Xn(w) dans lordre croissant et on note alors
X150 (W), ey Xnn(w) les valeurs obtenues.
En particulier X ,(w) est la plus petite des valeurs X1(w), ey Xn(w) et Xnn(w) la plus grande.

e on admet que pour tout n € N* et k € [1,7n], les Xk, sont des variables aléatoires.

e pour tout réel z et tout entier naturel non nul n, on définit la variable aléatoire Nz, ainsi :
pour tout w € Q, Ny »(w) est le nombre d’indices k compris entre 1 et n tels que I'on ait X (w) < -

6. Montrer que pour tout z € R et tout n € N*, Ny, n, suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
En déduire Pespérance et la variance de Ngn.
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7. Montrer que pour tout x € Ret e >0:

lim P ([
n—+4-00

N,
:’n —_ Fx(.'L')

= e]) = 0.
8. Soit z € Ret n € N*.
(a) Montrer que pour tout k € [1,n], il y a égalité entre les événements [Xi , < 2] et [Ny > K]
(b) En déduire que pour tout k € [1,7] :

n

P(Xn <2 =3 (1) Bx@) @~ Px(a)™

r=k
et que Xj,, est une variable aléatoire réelle & densité.

9. Soit (U, )nen+ une suite de variables aléatoires et ¢ un réel. On suppose que pour tout € > 0 :

lim P(|U,~c|>¢])=0.

n—++o0

On considére (up)n»1 une suite convergente de réels et on pose £ = lirf Unp,»
100

. 0 sit>e
Etabli c lim POU, 2t =
(a) Btablir que : lim P((U > ) {1 N
£~c

(b) On suppose que £ > ¢ et on pose € ==
En remarquant que £ — ¢ = ¢ -t £, montrer qu’a partir d’un certain rang, u, =2 c+e.
En déduire que lim P([U, = u,]) = 0.
n-++0o
(¢) Montrer de méme que si £ < ¢, ngr_foo P(lUn 2 up)) = 1.

10. On définit pour tout n € N* tel que ng > 1, la variable aléatoire Y, sur (2, 4,P) par ¥, = X|8|,n Ol
[nB] désigne la partie entiére de nf et on pose 8 = rg(X).

Soit £ > 0.
(2) Montrer que : P([|[Y;, —¢'| < €]) = P([Y, < & +¢]) — P([Y,, < & —€]).
(b) En déduire que :
[P(Hyn ‘;all < E]) =P ([Z_ij—elﬁ > M]) —P ({:NB’—e,n > _I___n_ﬂJ_:')

n n

. . Y —
(¢) En déduire que ngg_loo P([Y. -0 <e]) =1
Que peut-on en déduire concernant estimateur Y, de rg(X)?

11. On suppose que 'on a défini une fonction d’en-téte function R=triCroissant(T) qui renvoie le tableau
des valeurs se trouvant dans T rangées dans ordre croissant. Par exemple, siT=[ 0 -1 0 2 4 2 3] alors
disp(triCroissant (T)) affiche :

ans =

- 1. 0. 0. 2. 2. 3. 4.

Ecrire une fonction Scilab d’entéte function r=VaR(X,beta) qui renvoie la valeur de l'estimation obte-
nue avec lestimateur Y,, pour rg(X) si le tableau X contient la réalisation de Péchantillon (X1, ..., Xn)
et beta la valeur de 8.

Partie III - L’« Expected Shortfall » (ES)

On conserve les notations de la partie 1.
Pour qu’une mesure de risque soit acceptable, on souhaite qu’elle vérifie un certain nombre de propriétés.

On dit qu’une fonction p définie sur D & valeurs réelles est une mesure de risque cohérente sur D si elle
vérifie les quatre propriétés :
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(Ry) VX €D,VeeR, p(X +c) = p(X) +c¢;
(Ry) VX €D, VAeRY, p(AX) = Ap(X);
(Rs) ¥(X,Y) € D? sipour tout w € 2, X(w) < Y (w) alors p(X) < p(Y);
(Ry) Y(X,Y)€ D? telles que X +Y €D, p(X +Y) € p(X)+p(Y).
12. Montrer que Pespérance est une mesure de risque cohérente sur D.
13. La « Value at Risk » 5 est-elle une mesure de risque cohérente sur D pour toute valeur de 8 €]0,1{?
On détaillera si chacune des propriétés de (Ry) & (Ry) est satisfaite ou non.

Soit X une variable aléatoire appartenant & D, admettant une densité fx. On définit '« Expected Shortfall »
de X de niveau de confiance 3 par

o0
ES(X) =125 [ ofx@de W)
T8

Le but de cette partie est de démontrer que, pour tout B €]0,1], ESp est une mesure de risque
cohérente sur D, assez « proche » de 7.
14. Soit X une variable aléatoire appartenant & D.
(a) Montrer que ESg(X) est bien définie, et que ESg(X) = ra(X).
(b) A Paide du changement de variable t = Fx(x), établir :

Esﬁ<X)=£—ﬂ [ﬁ Gxd (2)

On pourra ainsi utiliser (1) ou (2) au choix dans la suite pour définir ESp(X).
15. (a) Montrer que ESp vérifie la propriéte (R1)-
(b) Montrer que ESp vérifie la propriété (R2)-
16. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de paramétre A > 0.

(a) Montrer que : ESp(X) =rp(X) + %‘*
(b) En déduire que ESg(X) Pl rg(X).

17. On suppose dans cette question que X snit la loi normale centrée réduite.

(a) Montrer ESp(X) = 11%

+o0
(b) Pour tout z > 0, établir I'égalité : 1 — &(z) = 5-0—(52 - / %(;2 dt.
z

T () 1
(¢) Montrer que, pour tout z >0:0< / 5 dt < -;2—(1 - &(z)).

®

En déduire que : 1 — ®(z) ol %@

(d) En conclure que 'on a aussi dans ce cas ESg(X) ad ra(X)-

Dans les questions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant 3 D.
e On note k la fonction définie par, Vz € R, h(x) = max(z, 0).
o On admet que si U et V sont deux variables aléatoires telles que, 0 < U < V et E(V) existe alors E(U)
existe et 0 < E(U) < E(V).
e On note pour tout événement A, 14 la variable aléatoire indicatrice de ’événement A. Rappelons qu’il
s'agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.

18. (a) Montrer que A(X ~ rg(X)) admet une espérance, et que 'on a :

+00
E(A(X — (X)) = / xOa- (- Byrs(X)

rg{X

ot fx désigne une densité de X.

_ _ 4/5
Extrait gratuit de document, le document original comporte 19 pages.



(b) En déduire :
1
ESﬁ(X) = Tﬁ(X) + m [E(h(X - ’I‘ﬁ(X))) .
19. En utilisant la méthode de Monte-Carlo, dont on supposera la validité, et la fonction VaR définie dans
la question 11, écrire une fonction Scilab qui calcul une valeur approchée de ESp(X } & partir de la

réalisation d’un échantillon de taille n de la loi de X dont les valeurs se trouvent dans le tableau Scilab
X et de la valeur de § se trouvant dans la variable Scilab beta .

20. Soit Z une variable aléatoire telle que : E(Z)=1et0<2Z < T}—B
(a) Justifier 'égalité entre variables aléatoires : h(X —rg(X)) = (X — s (X)) X Lxsra(X))-
(b) Montrer que E(X 7) existe et établir 'égalité :
i
ESp(X)~E(XZ) = 'i‘:ﬁ"ﬂ': [(X ~rp(X)) (pxsrp ) — (A~ 8)Z)]

(¢) En déduire que ESp(X) -E(XZ) 2 0.
Comment choisir Z pour que ESg(X) = E(XZ)?
91. On note K I’ensemble des variables aléatoires Z sur (2, A, P) telles que E(Z)=1et0<Z< -i—zlz-—ﬁ—
Justifier Pégalité : ESp(X) = max E(XZ).

29, Démontrer que, pour tout 3 €]0, 1|, la fonction ESg est une mesure de risque cohérente sur D.
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ESSEC math III VOIE E 2016 ].

ANNALES DE MATHEMATIQUES
ESSEC MATH III VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Partie I : définition et propriétés de la ” Value at Risk ”

1)
Fx est une bijection de Ix sur |0,1[ ; 3 appartient a ]0,1[, il admet donc, par Fx, un
unique antécédent appartenant a Ix.

Jlvelx | Fx(v)=B+=3lvelx /v=F5'(8) =Gx(B)

VﬂE}O,l[, 3! Tg(X) elx / Tg(X)ZGx(ﬁ)@Fx(Tﬁ(X)):ﬁ

2-a)

0 si <0
Yz €R, Fx(z) = { 1—exp(=Az) si x>0
2-b)

e Fx est une bijection strictement croissante de 0, +oo[ sur son image
]ili% FX(x),wgrEoo Fx(z) =]0,1] : Ix =]0, +o0].

Fx est de classe C! sur Ix.

e X admet une espérance ; d’apres le cours E(X) =

> =

X appartient a D
Soit 3 €]0,1] et v > 0.
Fx(v)=8 <= 1l—-exp(—W) =< exp(—)=1-5>0
<= —\v=1In(l —3) par bijection de la fonction In

<:>v:—%ln(1—ﬁ)

V8 €0,1[, 75(X) = =3 In(1 - )

3-a)
i) VzeR, &(z) = p(x) > 0. Donc & est une bijection strictement croissante de R
sur son image ] lim _&(x), ET P(x)[=10,1[ : Ix =R.

ii) VreR, Fx(z)=P(X <az). Dapres le cours, X' = & —~
)

réduite, associée a X ; elle suit donc la loi normale N(0, 1
Fx(z) =PloX' +m<z)=PloX' <x—m)
=P(X' <=My caro>0

M est la variable centrée,

;ona X =0cX+m.

Vr € R, Fx(z)=®(E=1)

g
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r—m
(2

® est classe O sur R (sa dérivée est ¢ de classe C= d’ailleurs). Par composition,

'application z — ®(Z_"") est de classe C* sur R.

ii) L’application z — est de classe C*! sur R et a valeurs dans R. L’application

Vo € R, Fi(r) = to/(Z=y = 1o@=my o Trapplication Fx est strictement

croissante sur R.

Elle réalise une bijection de R sur son image | lim ®(£=™), lim ®(£="")[=10,1].
T——00

T—+00 o
En effet,
lim £=M = —o0 car 0 >0, donc lim ®(£Z") =o0.
T——00 T——00

lim £=™ — oo car 0 >0, donc  lim ®(E=TY) =1,
T—r+00 o T—+00 o

Ix =R ; de plus X admet une espérance : E(X) =m d’apres I’énoncé
X appartient a D
VB 0,1, rs(X)=v <= Fx(v)=8+= (") =38
= =M =071(3) donc
= v=m+0d (B)

VB €10,1], r5(X) =m+oc® 1(B)

3-b)

D’apres le théoreme de stabilité pour les variables gaussiennes, indépendantes, X +Y
suit la loi normale N (m + p, s? + 02)

Le point précédent donne, | r5(X +Y) =m + pu+ vs2 + 0207 1(p)

3-¢)
rg(X +Y)<rg(X)+r3(Y) =m+u+vVs2+a201(B)<m+u+(s+0)2 (B)
= V52 +02071(B) < (s+ o) 1(B)

Remarquons que v/s2 + 02 < (s + o). En effet,

V82 +02 < (s +0) < s>+ 02 < (s+0)? puisque la fonction carrée est strictement
croissante sur R,.

Donc s? +0? < (s +0)? <= 52 + 02 < %2 + 02 + 250 < 2s0 > 0 ce qui est toujours vrai.
Par suite,

V2 +02071(B) < (s + 0)07H(B) = (m_ (s + a))@‘l(ﬁ) <0<« d1(B) >0.

Or l'application ® est strictement croissante, donc ®=1(5) > 0+ 8 > ®(0) < 8 >

D[

ra(X +Y) < rp(X) +15(Y) <= B € [5,1]

4-a)
Y = X +c. Posons v =rg(Y).

Fy(v)=8 <= PY<v)=+<=PX+c<v)=4
= PX<v—c)=p<=v—-—c=r3(X)

ra(X +¢) = e+ ra(X)

4-b)
Z =\X avec A > 0. Posons w = r3(2)
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