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ESSEC 2 VOIE E 2016 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

ESSEC 2 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Partie I : dans cette première partie, on étudie les propriétés asympto-
tiques d’une variable X à valeurs dans N∗.

1−a)
(X > j − 1) = (X ≥ j) = (X = j) ∪ (X > j) : (X > j − 1) = (X = j) ∪ (X > j). C’est l’union
de deux évènements incompatibles, donc P (X > j − 1) = P (X = j) + P (X > j).

∀j ∈ N∗, P (X = j) = P (X > j − 1)− P (X > j)

1−b)
p∑

j=1

jP (X = j) =

p∑
j=1

j
(
P (X > j − 1)− P (X > j)

)
=

p∑
j=1

jP (X > j − 1)−
p∑

j=1

jP (X > j)

On pose k = j − 1 dans la première somme

=

p−1∑
k=0

(k + 1)P (X > k)−
p∑

j=1

jP (X > j)

=

p−1∑
k=0

kP (X > k) +

p−1∑
k=0

P (X > k)−
p∑

j=1

jP (X > j)

=

p−1∑
k=1

kP (X > k) +

p−1∑
k=0

P (X > k)−
p∑

j=1

jP (X > j)

=

p−1∑
k=0

P (X > k)− pP (X > p)

∀j ∈ N∗,

p∑
j=1

jP (X = j) =

p−1∑
j=0

P (X > j)− pP (X > p)

2)

On suppose ici que X admet une espérance.

2−a) i)

Par hypothèse, l’espérance existe, veut dire que la série de terme général kP (X = k)
est absolument convergente. Or il s’agit ici d’une série à termes positifs, donc
|kP (X = k) | = kP (X = k).

La série de terme général kP (X = k) est convergente
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2−a) ii)

E(X) =

p∑
k=1

kP (X = k) +

+∞∑
k=p+1

kP (X = k)⇐⇒
+∞∑

k=p+1

kP (X = k) = E(X)−
p∑

k=1

kP (X = k)

Par définition, E(X) = lim
p→+∞

p∑
k=1

kP (X = k), donc lim
p→+∞

(E(X)−
p∑

k=1

kP (X = k)) = 0.

lim
p→+∞

+∞∑
k=p+1

kP (X = k) = 0

2−a) iii)

Dans
∞∑

k=p+1

kP (X = k), on a k > p, donc kP (X = k) ≥ pP (X = k) puisque P (X = k) ≥ 0.

Les deux séries
∑

kP (X = k) et
∑

pP (X = k) sont convergentes, on peut donc sommer
cette inégalité de p+ 1 à +∞. Il vient

+∞∑
k=p+1

kP (X = k) ≥
+∞∑

k=p+1

pP (X = k) (2aiii)

Or
+∞∑

k=p+1

P (X = k) = P (X > p). En effet,

(X > p) = (X ≥ p + 1) =

+∞∪
k=p+1

(X = k). C’est une union d’évènements deux à deux

incompatibles, d’où P (X > p) = P (

+∞∪
k=p+1

(X = k)) =

+∞∑
k=p+1

P (X = k).

Compte tenu de (2aiii), on a l’encadrement : 0 ≤ pP (X > p) ≤
+∞∑

k=p+1

kP (X = k).

Compte tenu du ii), on conclut

lim
p→+∞

pP (X > p) = 0

2−a) iv)

D’après 1−b),
p−1∑
k=0

P (X > k) =

p∑
j=1

jP (X = j) + pP (X > p) (2aiv)

Les deux suites p 7→
p∑

j=1

jP (X = j) et p 7→ pP (X > p) convergent d’après respectivement

(2ai) et 2aiii), par conséquent la suite p 7→
p−1∑
k=0

P (X > k) converge, ce qui se traduit

par

La série de terme général P (X > k) est convergente

2−a) v)

On peut prendre la limite des termes de l’égalité (2aiv), et l’on obtient
+∞∑
k=0

P (X > k) = lim
p→+∞

p∑
j=1

jP (X = j) + lim
p→+∞

pP (X > p)

Compte tenu du résultat de la question 2−a) iii) encadré,
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