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HEC VOIE E 2016 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES

HEC VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

EXERCICE

1−a)

X =

 x1
...
xn

 ; A = XtX =

 x1
...
xn

 (x1 . . . xn ) = (xixj)1≤i,j≤n

En effet, X ∈ Mn,1(R) et tX ∈ M1,n(R), donc XtX ∈ Mn(R). Le terme de la i ème ligne
j ème colonne de A est obtenu en multipliant le terme de la i ème ligne de X (soit xi)
avec celui de la j ème colonne de tX (soit xj).

On remarque que tXX ∈ M1(R), c’est donc un réel.

α = tXX = (x1 . . . xn )

 x1
...
xn

 =

(
n∑

i=1

x2
i

)
=

n∑
i=1

x2
i .

1−b)

A =



x2
1 x1x2 . . . x1xj . . . x1xn

x2x1 x2
2 x2xj x2xn

...
...

...
...

xix1 xix2 xixj xixn

...
...

...
...

xnx1 xnx2 . . . xnxj . . . x2
n


On remarque que la j ème colonne de A = xj

 x1
...
xn

 = xjX.

Il en résulte que ImA = vect(X) = Im f . Or X ≠ (0) =⇒ dim Im f = 1 .

Appliquons le théorème du rang à f .

dimMn,1(R) = dim Im f + dimKer f . Or dimMn,1(R) = n, il vient dimKer f = n− 1

1−c)
On remarque que A est symétrique réelle, car xixj = xjxi ; elle est donc diagonalisable
(ainsi que f). Notons E(λ, f) le sous-espace propre de f associé à la valeur λ.

• Ker f ≠ {0} =⇒ Ker f = E(0, f). Il s’ensuit que dimE(0, f) = n− 1 d’après le b).
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2 hec VOIE E 2016

Sachant que f est diagonalisable, le deuxième sous-espace propre est de dimension
un.

• AX = (XtX)X = X(tXX) = X(α) = αX. Le vecteur X n’est pas nul, c’est donc un
vecteur propre de A associé à la valeur α ≠ 0. Donc vect(X) ⊂ E(α, f) ; vect(X) ≠ {0},
donc dimvect(X) = 1.

Par suite vect(X) ⊂ E(α, f) et dimvect(X) = dimE(α, f) = 1 =⇒ E(α, f) = vect(X).

D’autre part, Im f = vect(X) ; donc E(α, f) = Im f.

dimE(α, f) + dimE(0, f) = n ; il n’y a pas d’autres valeurs propres que α et 0.

f admet deux sous-espaces propres E(α, f) = Im f et E(0, f) = Ker f

2−a)
Par définition de la matrice d’une application linéaire dans deux bases données,
(V1, . . . , Vp) est l’image par g de la base canonique Bp de Mp,1(R).

Im g = vect(V1, . . . , Vp). Par hypothèse la famille (V1, . . . , Vp) est libre, elle constitue donc
une base de vect(V1, . . . , Vp).

dim Im g = p

Appliquons à g le théorème du rang : dimMp,1(R) = dim Im g + dimKer g. Or
dimMp,1(R) = dim Im g = p, donc dimKer g = 0.

dimKer g = 0 ⇐⇒ g injective

2−b)
Soit Y ∈ Mp,1(R). V Y = 0 =⇒ tV V Y = 0. Assurons-nous que ce produit a un sens.

V ∈ Mn,p(R), Y ∈ Mp,1(R) =⇒ V Y ∈ Mn,1(R). V ∈ Mn,p(R) =⇒ tV ∈ Mp,n(R) ; donc
le produit tV V Y a un sens et tV V Y ∈ Mp,1(R).

Réciproquement, tV V Y = 0 =⇒ tY tV V Y = 0.
tV V Y ∈ Mp,1(R) et tY ∈ M1,p(R) donc tY tV V Y a un sens et
tY tV V Y ∈ M1,1(R) = M1(R) = R.

Or tY tV V Y = t(V Y )V Y (propriété admise dans l’énoncé).

Remarquons que V Y ∈ Mn,1(R) et notons V Y =

 y1
...
yn

 ;

t(V Y )V Y = ( y1 . . . yn )

 y1
...
yn

 =

n∑
i=1

y2i .

t(V Y )V Y = 0 ⇐⇒
n∑

i=1

y2i = 0 ⇐⇒ ∀i ∈ [[1, n]], yi = 0 ⇐⇒ V Y = 0.

∀Y ∈ Mp,1(R), V Y = 0 ⇐⇒ tV V Y = 0

2−b)
tV V ∈ Mp(R). Soit Y ∈ Mp,1(R) tel que tV V Y = 0. On a alors V Y = 0.

D’après le point a), g injective donc V Y = 0 =⇒ Y = 0.

Conclusion , tV V Y = 0 =⇒ Y = 0. L’endomorphisme de Mp(R) associé canoniquement
à tV V est injectif. Comme dimMp(R) est finie, on en conclut que cet endomorphisme
est bijectif.

La matrice tV V est inversible
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PROBLEME

PARTIE I : fonction de production CES

1−a)

Pour θ = −1, c = 1
2
, f(x, y) = ( 1

2x
+ 1

2y
)−1 = (

x+ y
2xy

)−1 =
2xy
x+ y

.

Les fonctions polynomiales (x, y) 7→ 2xy et (x, y) 7→ x+ y sont de classe C2 sur R2, donc
sur D. De plus x+ y ne s’annule pas sur D, donc f est de classe C2 sur D en tant que
quotient de fonctions de classe C2 sur D dont le dénominateur ne s’annule pas.

∂1(f)(x, y) = 2
y2

(x+ y)2
et ∂2(f)(x, y) = 2 x2

(x+ y)2
sans problème.

1−b)

w′(t) = 2
(1 + t)2

, U(t) = w(t)− tw′(t) = 2t
1 + t

− 2t
(1 + t)2

. Il est clair que w est indéfiniment

dérivable pour t > 0. Donc U également.

∀t > 0, U ′(t) = w′(t)− (w′(t) + tw′′(t)) = −tw′′(t) ; w′(t) = 2
(1 + t)2

et w′′(t) = − 4
(1 + t)3

, par

suite U ′(t) = 4t
(1 + t)3

≥ 0

t 0 + +∞

U 0 ↗ 2

lim
t→0+

U(t) = 0 sans problème ;

2t
1 + t

∼
(+∞)

2t
t

= 2, donc lim
t→+∞

2t
1 + t

= 2.

2t
(1 + t)2

∼
(+∞)

2t
t2

= 2
t
, donc lim

t→+∞
2t

(1 + t)2
= 0 : par suite lim

t→+∞
U(t) = 2.

U ′′(t) = −w′′(t)− tw′′′(t) ; w′′′(t) = 12
(1 + t)4

, donc

U ′′(t) = 4
(1 + t)3

− 12 t
(1 + t)4

= 4
(1 + t)4

(1 + t− 3t) =
4(1− 2t)

(1 + t)4

1− 2t > 0 ⇐⇒ 2t < 1 ⇐⇒ t < 1
2
, donc U ′′(t) > 0 sur ]0, 1

2
[ et U ′′(t) < 0 sur [ 1

2
,+∞[.

U est convexe sur ]0, 1
2
[ et concave sur ] 1

2
,+∞[.

1−c)

f(x, y) =
2xy
x+ y = 2

xy

y(xy + 1)
= 2yxy

1
1 + x

y
= 2y

x
y

1 + x
y

.

f(x, y) = 2y z
1 + z

= 2yw(z)
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