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ORAL DE MATHEMATIQUES
HEC ESCP

ALGEBRE ENONCE NUMERO 2

Soit n € N* et E = R,[X]. On note E* = L( E,R) I'espace vectoriel des formes linéaires
sur E.

Pour tout polyndme P, on note P*) la dérivée k ™ de P.
Soit @ € E de degré n. Pour tout i € [0,n], on pose Q:(X) = P(X +1).

Le but de l’exercice est de montrer que la famille (Qo,Q1,...,Q,) est une base de E.
1)

Montrer que la famille (Q,Q’,Q",...,Q™) est une base de E.

2)

Pour tout k € [0,n], on définit ’application f; par :
fx + E—=R, P~ P®(0)
a) Vérifier que f;, est dans E*.
b) Pour tout couple (k,¢) € ([0,n])?, calculer f,(X?).
c) Montrer que (fo, fi,-.., f») est une famille libre de E*.

3)
Soit ¢ € E*.
a) Déterminer la dimension de E*.
b) Montrer qu'il existe un unique (n + 1)—uplet (ag,ay,...,a,) € R**! tel que
VP EE, (P)=> a;P"
=0
c) Soit ¢ € E* tel que p(Qo) = ¢(Q1) = -+ = p(Qn) = 0. Montrer que ¢ = 0.
4)

On suppose que (Qo,Q1,...,Q,) n'est pas une base de E.
a) Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de E tel que dim(H) = n et

VeCt(Q()v Qla sy Qn) CH.
b) Montrer qu’il existe a € E tel que E = vect(a) @ H.

c) On définit une application v, : E — R comme suit :

Pour tout z € E s’écrivant o = pa+h avec u € R et h € H, ,(x) = p
Montrer que v, est une forme linéaire sur E et déterminer son noyau.
d) Aboutir a une contradiction et conclure.
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