Ensembles et applications

Formulaire

Chapitre 1

Formulaire SUP

Retrouvez ci-dessous les théorémes et les formules les plus importants de votre cours de mathématiques de premiére
année.

',
™

Point méthode

Utiliser le formulaire.

Ce formulaire est un outil pour vous permettre de réviser vos définitions, vos formules, ainsi que
les théorémes les plus importants du cours de premiére année de prépa scientifique. Il est bien
stir nécessaire de commencer par apprendre le cours avant d’utiliser le formulaire! Bon travail a

tous.
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Formulaire

{A;},c; est une partition de  si :
Vi e I, Az #* J,
V(i,j)e I?%i+#j, AinAj =@,
U A4 =

el

A est stable par fsi: f(A) c A, ie si:Vxe A, f(x) e A

R est une relation d’ordre sur F si :

R est réflexive : Vx € E, xRz,
R est transitive : ¥(x,y) € E?, (zRy et yRz) = xRz,
R est antisymétrique ¥ (z,y, z) € B3, (xRy et yRx) = x = y.

R est une relation d’équivalence sur F si :

R est réflexive
R est transitive
R est symétrique : V(x,y) € E?, 2Ry = yRz.

Avec f: E—>Fet AcE: f(A) ={f(zx),ze A} ={ye F,d,ze A, f(x) =y}.

Avec f:E—-Fet Bc F: f"YB)={z€kE, f(x)e B}.

Avec f: E— F:

— f est injective si : V(z,2') € B2, f(z) = f(2') =z = 2.

— [ est surjective si: Vye F,Jz e E, f(x) = y.

— [ est bijective si: Vye F,x e E, f(z) = y.

— Si f: E— Fetg:F — G sont injectives, alors g o f est injective.
— Si f: E— Fetg:F — G sont surjectives, alors g o f est surjective.
— Si f: E— Fetg:F — G sont bijectives, alors g o f est bijective.

S a0 -

k=1 2 5o 6 k=1 2

n(n+1) ikQZn(n+1)(2n+l). n (n(n—kl))z.

Ensembles, applications, sommes
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Suites

Formulaire

Si (un),cy est arithmétique de raison r & partir du terme w,, alors :

— Vn = p,u, =up + (n—p)r,
n U, + U
— Vnz=p ug=Mm—p+1) p2 n
k=p

Si (un),,en €st géométrique de raison ¢ a partir du terme u,, alors :
— Yn = p,u, = ¢ Puy,
n 1— qnfp+1
— Sig#1:Yn=p, Jup =up—"——
k=p 1- q

(Un) ey converge vers £ si: Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u, — | <e.

— Toute suite croissante admet une limite finie ou égale & +00. Toute suite
croissante et majorée converge vers sa borne supérieure. Résultats analogues pour les suites décroissantes.
. o . ) .
— Si & partir d'un certain rang : u, < v, < wy, et si (u,), oy €t (wn),,cn convergent
vers une limite commune ¢, alors (vy,), . converge vers /.
. . . ) .
— | Sl/ a partir d’un certain rang : wu, < vy, et si (un),cy €t (Vn),en
convergent respectivement vers £ et £, alors : £ < (.

— (Un) ey €st négligeable devant (v,)
pour tout n = ng : u, = £,v,, o : &, —> 0.
n—o0
— (Un) ey €t équivalente (vy),,cy, €t 'on note u, ~ vy, si u, — v, = o(vy), i.e. si il existe

ng € N tel que pour tout n > ng : u, = hpv,, ot : h,, —— 1.
n—o0

nen» €t on note uy, = o(vy), si il existe ng € N tel que

Si u,, — 0, alors :
n—0o0

— In(1 + up) ~ U,
— e —1 ~ uy,
— (14 up)®* =1~ auy,
— sinu, ~ Uy,

u2

— cosup, —1 ~——2

5"
Si:VneN, upi1 = f(uy), alors :

— Si f est croissante, (un)nEN est monotone : croissante si vy < u; et décroissante dans le cas contraire.
— Si f est décroissante, (ugp)nen €t (U2r11)nen sont monotones de sens de variation contraires.
— Si f change de variations, on peut se ramener & un intervalle I stable par f contenant tous les termes de (uy,)

neN
a partir d’un certain rang, sur lequel f soit monotone.
— Si (un),,y converge vers £ et si f est continue en ¢, alors : £ = f().
Si f est continue sur [a, b], alors :
b—a" b—a b
— 5y = dMiflatk —— | f@)dt.
n n n—
k=0 ab
b—a < b—
— S, = &Zf(am “)—» £(t) dt.
n n n—o0
k=1 a
1 n—loun k 1
En particulier poura =0etb=1: — 2 f () — | f(t)dt.
n k=0oul n n=eJo
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Formulaire

Vo e R, €9 = cos@ + isinb.

" = rcosf +irsin.
—i - - 2
= rcosf —irsinf. 2z = |z|”.
0 b

a b
— r=z| =+va?+b% cosh = —, sinf = — tan - = .
T T 2 r+a

— z=a+1ib=re
— Z=a—1ib=re

V(z,y) € C* |z +y| < || + |yl

V0 e R, Vn e Z, (€)™ = . En particulier :

— VO e R, VneZ, cosnd = Re ((cosf + isinh)™).
— V0eR,VneZ,sinnd =Im ((cos + isinf)™).

Pour tout réel 6 :

67'9 + 677,9
— cosf =
0 2 i0
K —1
. —e
— sinf = -
21

Yz e C, exp(z) = ef¢ Ze!Im Z_ Pour tous complexes z et 2’ :

 expz exp(—2)
— exp(z) = exp(2).
— exp(z) = exp(?’) & z = 2/ = 2im.

.On note : U= {zeC, |z] = 1.}. U est un sous-groupe du groupe (C*, x).

i2m

Aveen = 2etw=¢e""n :

c 2k

— L’ensemble des racines ni°™® de 1 est 'ensemble U,, = {wk =et  ke[0,n—1]

groupe du groupe (C*, x). Si z est racine de l'unité, Z Pest aussi.

n—1
j 2k
— Mettn =0.
k=0

n—1 o
. kl;lo 6227—;’ — (71)7171.
Avecn =2 et z = ret? :

. . S 0+2kT
— L’ensemble des racines n'*™ de z est ’ensemble { Yret }

— La somme des racines n'°™ de z vaut 0.

— Le produit des racines n'®®® de z vaut (—1)""!z2.

Nombres complexes

}. U,, est un sous-
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Formulaire

Pour tous réels a et b :

cos(a + b) = cosacosb — sinasin b.
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.

(a+b)
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb.

Pour tout réel z :
sin(2z) = 2sinx cos x.
cos(2x) = cos?z —sin?x = 2cos’z — 1 = 1 —sin® 2.

2t
tan(2z) = ane

R (sous réserve d’existence).
—tan®z

Pour tous réels a et b :

1
cosacosb = 5 (cos(a + b) + cos(a — b)).
1
sinasinb = B (cos(a — b) — cos(a + b)).
1
sinacosb = 3 (sin(a + b) — sin(a — b)).
Avee f — tan & . 2t 1—t2t
=tan-,ona:sinr = —— = —— tanx =
vec ang, ona:sing = -—p, 08T = ;——p, tanz

Pour tous réels p et q :

_|_ j—
cosp + cosq = 2cos (172q> cos <p2q>

+ —
sinp + sing = 2sin <p 5 q> cos <p > q>'

Pour tout réel z :

e +e "

chz =
2

et —e "
shx =

L 2

shx et —e
thz = — =

2t

1—t2°

Trigonométrie circulaire et hyperbolique
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Fonctions usuelles

Formulaire

Remarque
Les propriétés les plus élémentaires des fonctions valeur absolue, exponentielle et logarithmes, issues du cours de
Terminale S, ne sont pas reprises ici.

— FE(x) est 'unique entier relatif tel que :  — 1 < F(x) < «. Pour tout réel z : F(z) <z < E(x) + 1.
— La fonction partie entiére est continue en tout point de R\Z et continue & droite en tout point de Z.

— Vz e R, |z| = maz(z,0) + maz(—=z,0).

— VY(a,b) € R?, max(a,b) = w.

— Lorsque h est au voisinage de 0 : e” = 1 + h + o(h).
— Lorsque h est au voisinage de 0 : In(1 + h) = h + o(h).
— VzeR¥,VyeR,a¥ = evlne,

Voir le formulaire de trigonométrie.

— La fonction cos induit une bijection croissante de [0, 7] sur [—1, 1]. La réciproque de cette restriction est la fonction
Arccos : Yy € [—-1,1], Arccosy = x € [0, 7] / cosz = y.
T
— La fonction sin induit une bijection croissante de [—5, 5] sur [—1,1]. La réciproque de cette restriction est la

fonction Aresin : Vy € [—1,1], Arcsiny =z € —g, g] /sinx = y.

. . . .. . . ™ L, . C . .
— La fonction tan induit une bijection croissante de ]—5, 5[ sur R La réciproque de cette restriction est la fonction

Arctan : Yy € R, Arctany = z € R, / tanz = y.

1 1 1
— Vxe] —1,1[, Arccos'(x) = i Vo e] —1,1[, Arcsin’/(x) = i Vz e R, Arctan/(z) = 522

. Voir le formulaire de trigonométrie.

— La fonction ch induit une bijection décroissante de R sur [1, +o0[. La réciproque de cette restriction est la fonction
Argch : Yy € [1,4+00[, Argchy = © € R /chx = y.

— La fonction sh est une bijection croissante de R sur R. La réciproque de cette restriction est la fonction Argsh :
Vy € R, Argshy = z € R /shz = y.

— La fonction induit une bijection croissante de R sur | — 1,1[ La réciproque de cette restriction est la fonction
Argsh : Vy €| —1,1[, Argshy = x e R, /x = y.

1 1

— Vz €]l, +oof, Argeh’(z) = , Ve e R, Argsh/(x) = Vo €] —1,1[, Argth/(x)

1
vz -1

V1+ 2?2 T 1—a?
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Formulaire

Si f e ([a,b],R) :

n _a k b _ AN
(b) = Z%ﬂ’“)(a) +f %ﬂ"“)(rﬁ) dt.

k=0 a

Si feC™([a,b],R), alors il existe ¢ €]a, b[ tel que :

" (b—a)k —a)tl
)= 3, O s )+ E o)

= (n+1)!
Si f € " ([a,b],R) :
n b—a |b_a|’ﬂ+1 n+1
gi
- a>‘ e S £ )]

k=0

Si f e C™([a,b],R), lorsque x est au voisinage de a :

-yt @ =" 109 (q) + o((x — a)").

k=0
Lorsque x est au voisinage de O :
3 ad 2Pt 9
— i . p+1
sine = s ta e 4 (=1)P (2p+1)!+0(x ).
2 564 1,2;0 )
o — _1)P P
cosx =1-— o7 + — 1 + ...+ (-1) (2p)'+o(x ).
z2 zS "
_1+x+—+—+ +—+o( ™).
3! 2n
£ i 2n
ch$—1+2'+4'+ +(2 )!—I—o(x ).
3 335 m2n+1 ) L
- R - n+
bh$—1‘+3'+5'+ +(2n+1)!+0(x ).
2 3 n
In(l+z)=x— % + % + ..+ (71)”“% + o(a™).
ala—1 ala—1).(a—n+1
(1+x)a=1+a:c+gx2+...+ ( )75' ):c”—f—o(x").
1 ) '
1_x:1+x+a: + ...+ 2™+ o(z™).
1
=1l—-az+2*+.. .+ (=1)"2" + o(z").
T+ 2 x4z (=D)™z™ + o(z™)

Développements limités

Si f est définie en a :

f admet un d.1.(0) au voisinage de a si et seulement si f est continue en a.
f admet un d.1.(1) au voisinage de a si et seulement si f est dérivable en a.
Si f est de classe C™ au voisinage de a, alors f admet un d.l.(n) au voisinage de a. La réciproque est fausse.

Si f est définieen aetn>1:

Si f admet un d.1.(n) au voisinage de a, alors f’ admet un d.l.(n — 1) au voisinage de a obtenu en dérivant terme
a terme le d.I(n) de f en a.
Si f admet un d.1.(n) au voisinage de a, alors toute primitive F' de f admet un d.l.(n+ 1) au voisinage de a obtenu
en intégrant (& une constante prés) le d.1.(n) de f en a.
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Equations différentielles

Formulaire

. Si (L) est une équation linéaire, d’équation homogéne
associée (H), et si fy est une solution particuliére de (L), alors (f est solution de (L)) < (f — fo est solution de (H)).

. On conserve les notations précédentes. But : trouver une solution par-
ticuliére de (L). On trouve la solution générale de (H). On considére une solution particuliére de (H), notée gg, qui ne
s’annule pas. Puis on cherche a quelle condition la fonction fy : t — A(t)go(t) est solution de (L).

. But : trouver une solution particuliére de (L). Si le second membre d’une
équation (L) est une somme de fonctions, on cherche des solutions particuliéres pour chacune des équations induites. La
superposition (i.e. la somme) de toutes les solutions particuliéres est une solution particuliére de (L).

Y +ay=0<Vtel, yt) = Xe=4(®) ou A est une primitive de la fonction a, et ou A décrit

ou p est un polynéme. Deux cas se présentent :

— Si a # 0, 'équation admet une solution polynomiale de degré n.
— Si a = 0, ’équation admet une solution polynomiale de degré n + 1.

ou p est un polynome. L’équation admet une solution
particuliére de la forme t — ¢(t)e™. Deux cas se présentent :

— Sia #m, deg q =n.
— Sia=m, degg=n+1.

On considére le discriminant A de I’équation caractéristique
(E) :ar? +br +c¢=0.Si A >0, (E) admet deux solutions réelles notées 1 et z2; si A = 0, une unique solution notée
xg; si A < 0, deux solutions complexes conjuguées notées « + i et a — 3. Trois cas se présentent :

— SiA>0:ay" +by +cy=0<Vtel, y(t) = et + pe®t ou (A, u) décrit R2.
— SiA=0:ay" +by +cy=0=Vtel, y(t) = (\+ ut)e®™t, ou (\,u) décrit R2.
— SiA<O0:ay’ +by +cy=0<Vtel, yt) = Xe* cos(Bt) + pe®t sin(Bt), ou (A, u) décrit R2.

On considére le discriminant A de 1’équation
caractéristique (E) : ar? + br + ¢ = 0. Si A # 0, (E) admet deux solutions complexes conjuguées notées xz; et s ; si
A = 0, une unique solution notée xy. Deux cas se présentent :

— SiA#0:ay +by +cy=0=Vtel, yt) = Ae®! + pe®2t, ou (\, u) décrit R2.
— SiA=0:ay" +by +cy=0<Vtel, y(t) = (\+ ut)e™!, ot (A, u) décrit R?.

ol p est un polyndéme. Trois cas se présentent :

— Si ¢ # 0, 'équation admet une solution polynomiale de degré n.
— Sic=0etb#0, '’équation admet une solution polynomiale de degré n + 1.
— Si b= c =0, I’équation admet une solution polynomiale de degré n + 2.

ol p est un polynéme. L’équation admet une solution
particuliére de la forme t — g(t)e™. En notant (E) I'’équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0, trois cas se présentent :

— Si m n’est pas racine de (F), deg ¢ = n.
— Si m est racine simple de (E), deg ¢ =n + 1.
— Si m est racine double de (E), deg ¢ =n + 2.
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Formulaire

Intégration sur un segment

L’intégrale d’une fonction continue par morceaux sur [a, b] est définie comme la valeur com-
mune de (1) : la borne supérieure de I'ensemble des intégrales des fonctions en escalier minorant f, et (2) : la borne

inférieure de ’ensemble des intégrales des fonctions en escalier majorant f.

b
Toute fonction continue sur [a,b] y admet une primitive, notée F. f ft)de
a

— F(b) - F(a).

xr
Toute fonction de la forme x — J f(t) dt, ot @ € R, est une primitive de f s’annulant en a. Si f est continue, F est de
a

classe C*.
f et g sont continues par morceaux sur [a, b].
b c b
Chasles. J F(t) dt — f £(6) dt + f (1) dt.
a b a C

Linéarité. J

a

b b
(@f(t)+ B9(t) dt = a[ fO)de+ 5 gtt)at.
a b a
Positivité. Si a < b : si f est positive, J f)dt=o0.
¢ b b
Croissance. Si a < b :siVt € [a,b], f(t) < g(t), alors f f@)dt < f g(t) dt.

b
Intégrale nulle. Si f est continue et positive sur [a, b] : f f@)dt =0=Vte[a,b], f(t) =0.
a

Il
—
~
—
o~
~—
<
—~
~
~—
—
Q o
I

b
Si f et g sont de classe C! sur [a,b] : J f'(®)g(t) dt

w(b)

b
"u = @(t)". Si ¢ est de classe C! sur [a,b] : f flo(t)¢'(t) dt = ) f(u) du.

v(a

a

Si f est continue sur [a, b], alors :

n— b
sn=b_a2f<a+kb;a)—> f(t) dt.

n =0 n—o0 a
b—a b— b

— S, = “Zf(wk ”>—> F(t) dt.
n = n n—oo a

1 n—loun k’ 1
En particulier poura =0etb=1: — 2 f () — | f(t)dt.
MpZoour \"/ "7 Jo
ou
1

b—a

b
= J f(t) dt est la valeur moyenne de f sur [a,b]. Ic €]a,b[, u = f(c).

b B
"t = p(u)". Si ¢ est de classe C! sur [a, 3], avec p(a) = a et p(B) = b, alors : J f@)dt = J flo(w)¢' (u) du.
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Fonctions : limites et continuité

Formulaire

lim f(z) =0 < Ve>0,3a>0,Yze Dy, |z —xo| <a=|f(z) 4| <e.

T—>X

lim f(z) =40 < VA>0,3a >0,Vz e Dy, |z — 29| < a = f(z) > A.

T—T0

lirJrrl fle) =0 = VA>0,3z0 e R, V2 e Dy, 2 > 20 = |f(z) — | <e.
Tr—T00

liIJIrl f(z) = +0 < VA>0,3z0 e R, Vo € Dy, x > x9 = f(z) > A.
T—T00

Définitions analogues pour des limites en un point & gauche, & droite, ou en en —o0, ou des limites égales & —co.

lim f(x) = ¢ si et seulement si, pour toute suite (uy,),,oy telle que : lim u, = a, la

r—a n—+ow

suite (f(un))nen converge vers /.

f est croissante sur [ si: V(z,y) € I?, (z < y) = f(z) < f(y).
Définitions analogues pour la stricte croissance, la décroissance, la stricte décroissance.

— Toute fonction croissante sur Ja,b[ admet en a une limite & droite, finie ou
égale & —o0; en b une limite & gauche, finie ou égale & +00; et en tout point xg €]a, b[, une limite finie a droite et
une limite & gauche. Résultats analogues pour les fonctions décroissantes.

— Si au voisinage de xo : f(z) < g(z) < h(z), et si les fonctions f et g admettent
une limite finie commune ¢ en g, alors la fonction g admet pour limite ¢ en x.

— Si au voisinage de xg : f(z) < g(z), et si les fonctions f et g
admettent en z une limite finie, respectivement égales a £ et £, alors : £ < ‘.

— f est négligeable devant g au voisinage de xg, et Pon note f(x) = o(g(x)), si il existe
un voisinage V de z( et une fonction € de limite nulle telles que pour tout x € V, f(z) = e(z)g(x).
— f est équivalente a g lorsque au voisinage de xg, et l'on note f(z) ~ g(z), si
zo
f(z) — g(z) = o(g(x)), ie. si il existe un voisinage V de zo tel que pour tout =z € V, f(x) = h(x)g(z), ou
lim h(z) = 1.
T—xo
— In(l+2z)~2x
— lnu~u-—1
— et -1~z
0
— (l+2)*—1~ax
— sinz ~z.
0 2
T
— S~
cos T S T3
f est continue en zo si : lim f(z) = f(zg), ie. : Ve > 0,3 > 0,Vz € Dy, |z —x0| < a =
x—x0

|f(z) — f(xo)| < €. f est continue sur I si f est continue en tout point de I. Les opérations élémentaires conservent
la continuité. Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes sur se ce segment.

Si f est continue sur [a, b], alors pour toute valeur intermédiaire A stricte-
ment comprise entre f(a) et f(b) : 3¢ €la,b[, f(c) = A. Si f est strictement monotone, cette solution est unique (théoréme
dit "de la bijection"). La fonction réciproque f~! est alors continue et de méme monotonie que f.

f est k-lipschitzienne sur I si V(z,y) € I?,|f(z) — f(y)| < k|z — y|. Toute fonction
lipschitzienne est continue.
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