HEC ESCP ORAL MATH ].

ORAL DE MATHEMATIQUES
HEC ESCP

ANALYSE ENONCE NUMERO 2

1)
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Soit z un réel. Démontrer que 'intégrale / dt est convergente si et seulement
0

si x > 0. On pose alors
+too 42

L’exercice a pour but l’étude de la fonction F'.

2)
Etudier le sens de variation de F sur 0, +oo|.
3-a)
1
Démontrer que, pour tout = >0, on a F(z) > %/ﬁl }rtdt. En déduire la limite de F
en 0. 0
b) D 1 e
¢ ¢ : F(x) = du.
) Démontrer que, pour tout réel = >0, on a : F(z) . Jotu u
En déduire la limite de F en +cc.
4)
Prouver que pour tous z, et z, réels strictement positifs, on a :
F(z) — F(z0)| < M > v
NN
En déduire que F est continue sur R%.
5)
Démontrer que lim a(vaF(z)— g) = —%-
T—r+00
En déduire que F(x) = VoL +o(L) au voisinage de +oo
2T 2z T ’
Donner un équivalent de F(z) au voisinage de +oo.
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CORRIGE EXO D’ANALYSE NUMERO 2

1)

exp(—at?)
1+t
impropre uniquement en +oo.

+oo 42
La fonction ¢ est continue sur [0, +oco[. L’intégrale / Mdt est

o 1+E

o 1 <0 = exp(—at?) > 1 puisque —at> > 0. Donc en multipliant cette inégalité par

1J1rt > 0, il vient exﬁ(lﬁﬂ) > lit'

L’intégrale / +001 Tt est divergente sans probleme. Par minoration, / +m@dt
est divergentoe. ’

e 1>0. t>1=t>>t, donc —at? < —zt. Puis par croissance de I’exponentielle,

0 < exp(—zt?) < exp(—xt).

De plus 0 < < 1. On multiplie terme a terme ces deux inégalités entre termes

1+t —|— t
exp(—at?)
1+t
La fonction ¢ — zexp(—at) sur R, et 0 ailleurs est une densité de la loi exponentielle

—+oo

positifs et on obtient : 0 < < exp(—at). (1)

de parametre . Donc 'intégrale / exp(—xt)dt converge.
0

L’inégalité (1) permet de conclure (par comparaison des fonctions continues posi-
+%exp(—xt?)

177 dt est convergente.

tives) que 'intégrale /
0

T 2
—at . . . o
/ exp(—at?) 4y converge si et seulement si z > 0. La fonction F est définie sur R7
Q

1+1¢
2)
Soit 0 < z < y. Alors —yt? < —xt? puisque —t2 < 0. Par croissance de 'exponentielle,
exp(—yt?) < exp(—xt?). On multiplie par > 0, il vient

1+t

exp(—yt?) < exp(—xt?)
T+t = 1+t
croissant On obtient donc

On integre entre 0 et +oo, les bornes sont dans l'ordre

V(z,y) € (R2), v <y=> F(z) > F(y) : la fonction F est décroissante sur R7

3-a)

g2 +o0 2
Puisque w > 0, I'intégrale / . %dt > 0. Cela veut dire que, par relation

7=
+o0 g2 % 2
de Chasles pour les intégrales convergentes, / Mdt - fwdt > 0.
0 +i A
+0o0 2 £ 2
exp(—axt?) Vzexp(—xt?)
/0 I T A e (3.a)
Dans cette deuxieme intégrale, 0 < t < \% — 0 < < % (par croissance de la
X

fonction carré sur R, ), donc —xt? > —1.

Puis par croissance de ’exponentielle, exp(—at?) > exp(—1) = %-
exp(—at?)

1
1+¢ €

v

Multiplions cette inégalité par 157> 0, il vient

1 .
_|_ 1+4+1¢
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