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Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Soit E un C−espace vectoriel de dimension n.
Soit s un endomorphisme de E vérifiant les propriétés suivantes :

(i) s ◦ s = IdE.

(ii) s ≠ IdE.

(iii) s ≠ − IdE.

On considère l’application φ définie sur L(E) par :

∀f ∈ L(E), φ(f) = 1
2
(s ◦ f + f ◦ s)

1)

Montrer que φ est un endomorphisme de L(E).

2)

Montrer que s est diagonalisable et que son spectre est égal à {−1, 1}.
On notera dans la suite E1 (resp. E−1) le sous-espace propre de s associé à la valeur
propre 1 (resp. −1).

3)

Soit f ∈ L(E). Montrer l’équivalence suivante :

f ∈ Kerφ ⇐⇒ f(E1) ⊂ E−1 et f(E−1) ⊂ E1

4)

Soit λ une valeur propre de φ et soit f un vecteur propre associé.

Pour x ∈ E1, déterminer une relation entre f(x) et s(f(x)). Même question pour
x ∈ E−1.

5)

Montrer que le spectre de φ est inclus dans {−1, 0, 1}
6)

Déterminer un polynôme P annulateur de φ de coefficient dominant égal à 1 et de
degré 3.
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