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Soit k un réel fixé. Soit f : R → R une fonction dérivable sur R vérifiant :

f(0) = 1 et ∀x ∈ R, f ′(x) = f(kx).

1−a)
Soit n ∈ N∗. Montrer que f est n fois dérivable sur R et qu’il existe (an, bn) ∈ R2 tel
que pour tout x ∈ R, f (n)(x) = kanf(kbnx).

b) Pour tout n ∈ N∗, exprimer an et bn en fonction de n.

c) Calculer f (n)(0).

2)

Soit (un) une suite de réels tels que : ∀n ∈ N, un ≠ 0 et lim
n→+∞

|un+1 |
|un |

= ℓ ∈ R.

Montrer que :

a) si ℓ < 1, la série de terme général un converge absolument.

b) si ℓ > 1, la série de terme général un est divergente.

3)

Soit gk la fonction définie par : gk(x) =
+∞∑
n=0

kan × xn

n!
.

a) Déterminer le domaine de définition de g1.

b) Déterminer, selon les valeurs de k, le domaine de définition de gk.

4)

On suppose désormais que |k | ≤ 1. Soit a > 0 un réel fixé.

a) Montrer qu’il existe un réel M ≥ 0 tel que

∀x ∈ [−a, a], ∀n ∈ N, |f (n)(x) | ≤ M

b) Soit N ∈ N∗. Pour tout x ∈ [−a, a], on pose RN (x) = f(x)−
N−1∑
n=0

kan xn

n!
.

Déterminer lim
N→+∞

RN (x).

c) Montrer que gk est dérivable sur R et montrer que, pour tout x ∈ R,
g′k(x) = gk(kx)
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