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La présentation, la lsibilité, l'orthographe, la qualité de lo rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans Fappréciation des copies.

Les candidats sont invités  encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calouls.

lls na doivent falre usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculntrice et de tout muatériel
électronique est interdite. Seule utilisation d'une régle gradude est autorisée.

St au cours de Vépreuve, un candidat repére ce qui lui semblie étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
cople et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

PROBLEME 1

PARTIE I: X¥tude d’un exemple

' 0 -1 0
On considére la matrice A de M3(R) définiepar: A={0 2 —4
. 0 0 .6

1. La matrice A est-elle inversible? Quel est son rang ?

2. Quelles sont les valeurs propres de A? La matrice A est-elle diagonalisable dans M;3(R) ?

3. Délerminer une matrice P de M3(R) inversible, dont les coefficients de la premicre ligne sont tous
égaux & 1, et une matrice D de Ms(R) diagonale, dont les coefficients diagonaux sont rangés dans
Pordre croissant, telles que: A= PDP™,
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PARTIE IT : Ftude d’un endomorphisme d un espace de polyndmes

Soit n € M tel quen 2> 2.

On note E == R,[X] l'espace vectoriel réel des polyndmes & coefficients réels, de degré inférieur on égal
an, et #Z=(1, X,..., X") la base canonique de F.

On note, pour tout polynome P de E, T(P) = (X (X — 1)P’)', . ot Paccent désigne la dérivation.
Par exemple, si P = X2, alors P’ = 2X, et donc '
T(P) = (X (X —1)2X) = (2X* - 2X% =6X? - 4X.

4. Montrer que T est un eéndomorphisme de E.
5. Caleuler, pour tout k de {0,...,n}, T(X ¥}, En déduire la matrice M de T dans la base .
6. IL'endomorphisme T est-il bijectif? Quel ést le rang de T'7 Déterminer Ker(T).

7. Quelles sont les valeurs propres de T'?  L'endomorphisme T est-il diagonalisable?

PARTIE 111 ; Intervention d’un produit scalaire

On conserve les notations de la partie H.
On considére Papplication ¢ : E% — R définie par :

vPQ) € B, pBQ)= [ Plo))ds

8. Montrer que ¢ est un produit; scalaire sur F.
1
9. Démontrer 1  V(P,Q) € B2, ¢(T(P),Q) = -f z(z — VNP (2)Q (=) dx.
0.

10. En déduire que 7" est un endomorphisme symétrique de F pour le produit gcalaire .
Quel résultat de la partie IL peut-on retrouver ainsi?

11. a. Bteblic: VP €E, o(T(P),P)20.
b. Déterminer Pensemble des polynémes P de E tels que @(T(P), P) == 0. }

PARTIE IV : Retour sur Pexemple de la partie 1 \
On conserve les notations des parties IT et IIT et on suppose dans cette partie que n = 2. |
12. Quelle est la matrice de T’ dans la base & de E7

13. Fn utilisant les résultats obtenus dens la question 3 de la partie I, déterminer une base orthe-
normale € de E pour le produit scalaire ¢, formée de vecteurs propres de T associés aux valeurs
propres de T dens Vordre croissamt.

14. Déterminer, par sa matrice dans la base € de E, un endomorphisme ¥V de E, symétrique pour le
produit scalaire @, tel que :
VoV=T
YPeE, o(V(P),P)z0"
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PROBLEME 2
: +a0
On définit Ja fonction réelle H dane variable réelle x par : H{z) = f *(*1*—_1:1—]&—2—); dt.
0

1
Dans tout le probléme, I désigne 'intervalle ]—2- ;oo [

PARTIE I: Premiéres propriétés de ia fonction H
1. Justifier que la fonction H est définie sur 1.
2. Montrer que H est décroissante sur 7.

3. a. Calculer H(1). .
b. Soit n € N*. Montrer, 4 I'aide d’une intégration par parties : H(n) = 2n(H(n) — H(n +1)).
En déduire une expression de H{n -+ 1) en fonction de n et de H(n).
c. Ferire un programme en Scilab qui, étant donné un entier n de N*, renvoie la valeur de H (n).
(2n — 21w

d. Montrer : Vn e N, H(n)= .
") = i (= 1))

PARTIE I1 : Etude de H(z) lorsque z tend vers %

{1 e—“ﬂ

4. a. Montrer que la fonction ¢ :u - — 3

Préciser ¢~'(0) et  dm o H2).

egt une bijection de R sur R.

b. A Paide du changement de variable ¢ = ¢(v), montrer :
. 4= -0 1
Veel, H(x)= TS e das.

5. a. Justifier: Vu€[0;+oo], ¥ L ¥+ K 26,
4(13

b. [n déduire: Vrz&l, m

1
e & Y <
5T H(z) <

1
6. Déterminer la limite de H en 5 et un équivalent simple de H(z) lorsque x tend vers %
PARTIE III : Etude de H(z) lorsque = tend vers +oo

7. a. Montrer: Vueg[0;1], In(l4+u)> %

+o0
b. Alaide d’une loi normale bien choisie, montrer que, pour tout x de I, I'intégrale f e~ "/2 ¢

0
converge et calculer sa valeur.

! 1 1 2 T
. En déduire : I < — e dt SLY TS \/—w.
' n déduire Vecl, 0 fo ERDT dt < /(; e dt 5

1 1
di < .
t\‘29:——1

\ . 400
. : 5 T
d. Montrer Vveel, 0 fl (1 i tz)w
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e. FEn déduire la limite de H en oo,

8. On note, pour tout n de N*, wu, = ( Hn )) 4. ) ln(n) )

a. Déterminer un équivalent simple de w11 — iorsque I'entier n tend vers 4-00.
On pourra utiliser le résultat obtenu & la question 3.b.

b. Mountrer que la série Z (g = un) CONVerge.
nzl

c. En déduire I'existence d'un réel K strictement positif tel que :  H{n) ——
. n—w—oo \/_‘

9. Donner enfin un équivalent simple de H(x) lorsque le réel  tend vers -+oo 4 Paide de K.

PARTIE IV : FEtude d’une suite de variables aléatoires
0 it <0
On considére la fonction f définie sur R par : Vi€ R, f(t) = ¢ 2 . .
—— 8t 20
(1 -+ £2) -
10. Montrer que f est une densité.
11. On considére une variable aléatoire réelle X & densité, de densité f.
a, Déterminer la fonction de répartition Fix de X.
b. La variable aléstoire X admet-elle une espérance? une variance?

12. On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, }nen» & densité, & valeurs strictement
positives, mutuellement indépendantes, dont chacune a pour densité f.

_ n
On définit, pour tout n de N*, les variables aléatoires M, = max(Xy,...,X,) et Z,= A
bt 23

a. Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fy, de M,
- 1 7
b, Justifier :  Yu €]0;400[, Arctan(u) <+ Arctan (1—;) =3
et  Arctan(u) ~ wu. |
u—30

¢. Montrer alors, pour tout n de N*: Vo €]0;+o0], P(Z, < 2)=1- (1 — ~Arc‘ran( ))

d. En déduire que la suite de variables aléatoires (Zn)newe converge en loi vers une variable
aléatoire 4 densité dont on reconnaitra la loi.

o FIN o
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PROBLEME 1

PARTIE I : étude d’un exemple
1)
La matrice A n’est pas inversible car sa premiere colonne est nulle.

Les colonnes 2 et 3 sont libres de maniere évidente (on peut aussi écrire ’équation
aCs+bC3 = (0) ou C; est la colonne numéro i : on aura tout de suite b = 0, donc a = 0).

Il en résulte que le rang de A est 2.

2)
La matrice A est diagonale supérieure ; ses valeurs propres sont ses termes diagonaux.
En effet, la matrice A — AT est triangularisée ; elle n’est pas inversible si et seulement
si I'un des termes diagonaux est nul, ce qui a lieu si et seulement si A est un des
termes diagonaux de A.

spect(A) = {0,2,6}
On retrouve le fait que 4 n’est pas inversible car 0 est valeur propre.

A e M3(R) ; elle possede 3 valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable

3)
Il s’agit de chercher pour chaque valeur propre le sous-espace propre associé. Si A
est valeur propre, notons E()\) le sous-espace propre de A associé a la valeur ).

x AT —y =0
Soit X=[y | : AX=XX <= (2-Ny—42z =0
z (6—X)z =0
Les résolutions ne posent aucun probleme.
Pour A=0, on trouve 2 € R, y=2=0

E(O):vect( (é) )

Pour X\ =2, on trouve y = -2z, 2 =0, = € R.

E(2) = vect ( (12> )

0
Pour X =6, on trouve y = 6z, z = —y, = € R.

(6 — et (_16> )

6
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0 O 6

T 1 1
Pour P = (0 —2 —6), A= PDP~! ou D = Diag(0,2,6)

PARTIE II : étude d’un endomorphisme d’un espace de polynomes
1)
Remarquons que (X (X —1)P'") € R[X].

Si P € Ro[X], P'=0, donc T(P) = 0.

Si deg(P) > 1, deg(X (X —1)P’) = 2+deg(P’) = deg(P)+1. Donc deg((X (X —1)P')") = deg(P).
Conclusion : VP € E, T(P) € E.

Soit (P,Q) € E? et A € R.

T(P+3Q) = (X(X - 1(P+)Q)) | o
(X(X —1)(P'+AQ')" par linéarité de la dérivation

(X(X —1)P)Y +MX(X -1)Q') par linéarité de la dérivation

TP )+/\T(Q)

T est un endomorphisme de E

5)
k=0; X} =0, donc T(Xo) = 0.

k>1 (X(X = 1)(Xe)) = (kX (X — )XF1Y = k(X1 — XFY = k(k + 1) XF — k2XF-1,
D’otul la matrice M de T dans la base canonique de R,,[X].

0 -1 0 . 0 e 0

0 2 -4 :

0

o 2
v |: : . . —k 0

0 k(k+1) . 0
_n2

0 0 nn+1)

On remarque que la matrice M est triangulaire supérieure.

6)
L’endomorphisme T n’est pas bijectif car la premiere colonne de M est nulle (on
peut dire aussi que T(X°) =0.)

On remarque que les colonnes numérotées 1,2,...,n + 1 sont libres car échelonnées ;
en effet, 'application z — z(x + 1) est strictement croissante sur R, donc i # j =
i(i+1) # j(j + 1). Par suite ces colonnes représentent des polynomes échelonnés en
degré puisque deg(T(X*)) = k(k + 1) pour k > 1.

Donc rang(T) = n et par le théoreme du rang dim Ker(7) = 1. Or X° € Ker(T), par suite
Ker(T) = vect(X?).

Ker(T) = Ro[X]

7)
Les valeurs propres de T sont les termes diagonaux de M, ce sont donc les entiers
0,2,...,k(k+1),...n(n+1).

spect(T) ={k(k+1)eN / 0<k <n}.

On vient de voir que i # j = i(i + 1) # j(j + 1). Les valeurs propres de T sont deux a
deux distinctes.
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