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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

EM-LYON VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

PROBLEME 1

PARTIE I : étude d’un exemple

1)

La matrice A n’est pas inversible car sa première colonne est nulle.

Les colonnes 2 et 3 sont libres de manière évidente (on peut aussi écrire l’équation
aC2+bC3 = (0) où Ci est la colonne numéro i : on aura tout de suite b = 0, donc a = 0).

Il en résulte que le rang de A est 2.

2)

La matrice A est diagonale supérieure ; ses valeurs propres sont ses termes diagonaux.
En effet, la matrice A−λI est triangularisée ; elle n’est pas inversible si et seulement
si l’un des termes diagonaux est nul, ce qui a lieu si et seulement si λ est un des
termes diagonaux de A.

spect(A) = {0, 2, 6}
On retrouve le fait que A n’est pas inversible car 0 est valeur propre.

A ∈ M3(R) ; elle possède 3 valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable

3)

Il s’agit de chercher pour chaque valeur propre le sous-espace propre associé. Si λ
est valeur propre, notons E(λ) le sous-espace propre de A associé à la valeur λ.

Soit X =

x
y
z

 : AX = λX ⇐⇒

 −λx− y = 0
(2− λ)y − 4z = 0

(6− λ)z = 0

Les résolutions ne posent aucun problème.

Pour λ = 0, on trouve x ∈ R, y = z = 0

E(0) = vect
( 1

0
0

)
.

Pour λ = 2, on trouve y = −2x, z = 0, x ∈ R.

E(2) = vect
( 1

−2
0

)
Pour λ = 6, on trouve y = −6x, z = −y, x ∈ R.

E(6) = vect
( 1

−6
6

)
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Pour P =

 1 1 1
0 −2 −6
0 0 6

 , A = PDP−1 où D = Diag(0, 2, 6)

PARTIE II : étude d’un endomorphisme d’un espace de polynômes

4)

Remarquons que (X(X − 1)P ′)′ ∈ R[X].

Si P ∈ R0[X], P ′ = 0, donc T (P ) = 0.

Si deg(P ) ≥ 1, deg(X(X−1)P ′) = 2+deg(P ′) = deg(P )+1. Donc deg((X(X−1)P ′)′) = deg(P ).

Conclusion : ∀P ∈ E, T (P ) ∈ E.

Soit (P,Q) ∈ E2 et λ ∈ R.
T (P + λQ) = (X(X − 1)(P + λQ)′)′

= ((X(X − 1)(P ′ + λQ′)′ par linéarité de la dérivation
= ((X(X − 1)P ′)′ + λ(X(X − 1)Q′)′ par linéarité de la dérivation
= T (P ) + λT (Q)

T est un endomorphisme de E

5)

k = 0 ; X ′
0 = 0, donc T (X0) = 0.

k ≥ 1 ; (X(X − 1)(Xk)
′)′ = (kX(X − 1)Xk−1)′ = k(Xk+1 −Xk)′ = k(k + 1)Xk − k2Xk−1.

D’où la matrice M de T dans la base canonique de Rn[X].

M =



0 −1 0 . . . 0 . . . 0

0 2 −4
...

0
. . . . . . . . .

...
. . . . . . . . . −k2 0

...
. . . . . . 0 k(k + 1)

. . . 0

. . . −n2

0 0 n(n+ 1)


On remarque que la matrice M est triangulaire supérieure.

6)

L’endomorphisme T n’est pas bijectif car la première colonne de M est nulle (on
peut dire aussi que T (X0) = 0.)

On remarque que les colonnes numérotées 1, 2, . . . , n+ 1 sont libres car échelonnées ;
en effet, l’application x 7→ x(x + 1) est strictement croissante sur R+, donc i ≠ j =⇒
i(i + 1) ≠ j(j + 1). Par suite ces colonnes représentent des polynômes échelonnés en
degré puisque deg(T (Xk)) = k(k + 1) pour k ≥ 1.

Donc rang(T ) = n et par le théorème du rang dimKer(T ) = 1. Or X0 ∈ Ker(T ), par suite
Ker(T ) = vect(X0).

Ker(T ) = R0[X]

7)

Les valeurs propres de T sont les termes diagonaux de M , ce sont donc les entiers
0, 2, . . . , k(k + 1), . . . n(n+ 1).

spect(T ) = {k(k + 1) ∈ N / 0 ≤ k ≤ n}.
On vient de voir que i ≠ j =⇒ i(i+ 1) ≠ j(j + 1). Les valeurs propres de T sont deux à
deux distinctes.
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